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HAUPTAUFSÄTZE 


Über den Einfluß der Ausbildung des Kopfes 
von Schaufelprofilen bei Kreiselrädern auf die Kavitation. 
Von H. PÖTTER in Essen. 


ei schnellaufenden Turbopumpen und Turbinen hoher Schnelläufigkeit treten oft 

Korrosionen auf, die ein wesentlich anderes Aussehen haben, als bei rein chemischer 

oder galvanischer Einwirkung lufthaltigen Wassers. Man nennt diese Erscheinung 
Kavitation. Im Grunde genommen handelt es sich bei diesen Vorgängen um das Ent 
stehen und Verschwinden von Hohlräumen, deren häufiger Wechsel die Zerstörung des 
Materials hervorruft. Durch die Erfahrung mit Turbinenpropellern weiß man nun, daß 
die Kavitation bauptsächlich von der Höhe der (reschwindigkeit und von der Form der 
Schaufeln einschließlich des Anstellwinkels, d. bh. von der Verwirklichung stoßfreien 
Eintrittes abhängt. Je nach der Anstellung, der Zuschärfung und der Abrundung über- 
steigt die größte im Gesamtquerschniit auftretende Geschwindigkeit mehr oder weniger 
die mittlere oder die im Unendlichen vorhandene Zuströmgeschwindigkeit. Föttinger') 
bat diesen Ueberschuß als Prozentsatz des ungestörten Wertes mit » Uebergeschwindigkeit 
bezeichnet. Man mıß also diese bestimmen, um die Gefahr der Hohlraumbildung er- 
kennen zu können. Die Möglichkeit, daß sie durch nicht stoßfreien Eintritt stark erhöht 
wird, kann man durch richtige Ausbildung der Eintrittswinkel stark vermindern, wenn 
auch nicht ganz beseitigen, da ja bei einer 'Turbine schon durch kleinste Bewegungen 
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des Regulierapparates ständig kleine Schwankungen in der Zuströmrichtung des Wassers 
bedingt sind. Es erscheint nun von Wichtigkeit, zurächst einmal den Einfluß der Aus- 
bildung der Schaufelkanten auf die Uebergeschwindigkeit zu untersuchen, um ein gün- 
stigstes Profil sowohl für axiale als auch für schiefwinklige Anströmung zu erhalten. Für 
axial angeströmte Halbprofile wird mit Hilfe des Rankineschen Verfahrens gezeigt, daß 
nicht allein die Abrundung an der Spitze des Profiles, sondern auch in großem Maße die 
Ausbildung hinter der Spitze für die Größe des maximalen Unterdruckes maßgebend ist. 
Die schiefwinklige Anströmunrg wird mit Hilfe der konformen Abbildung untersucht. Es 
ergibt sich, daß hier ungefähr die gleiche Abrundung der Spitze die besten Ergebnisse 
zeigt, die auch bei axialer Anströmung am günstigsten ist. 


1. Halbprofile. Das Rankinesche Verfahren. Die Potentialtheorie gestattet, 
die Strömung um gewisse Körper zu errechnen. Bei gegebenen Körpern gibt es aber kein 
analvtisches Verfahren zur Bestimmung der Stromfunktion I’ 
und Potentialfunktion ®. Rankine hat dazu ein anderes Ver- 
fahren angewandt. Er ersetzt die Kontur durch ein System 
von Quellen- und Senkenfäden, über das er noch eine Parallel- 
. strömung lagert. 

4 Die von einem punktförmigen (Juellenfaden gelieferte 
Strömung verläuft radial nach außen (Abb. 1). Die Kontinui- 
tätsgleichung fordert, daß durch alle der Quelle umschriebenen 
Kreise in der Zeiteinheit die gleiche Flüssigkeitsmenge fließt. 
Die Geschwindigkeit muß infolgedessen umgekehrt proportional 


5: 


HAgOIZI 
() 


[} u f ( . 
a; dem Abstande vom Mittelpunkte sein, «=, = , wo‘ die 
DD. 3; zqıır 1 
in der Zeiteinheit ausströmende Flüssigkeitsmenge, die Er- 


giebigkeit der Wuelle ist. 


ad & 
Da c; = ist, ist 


J, 

®=-Chr. . . . (I). 

Die Stromfunktion heißt 
P=-(09=l(aredtgylie . . (2). 

Die Potentialgleichung lautet 

= Pi P=C(nr--/9)= Cinz |} 


| (3). 
z—=re'” \ 
Die Geschwindigkeit ergibt sich zu 
dy C 
A == 
dz 2 
Pb ‚ Y j 
g=C6-— = U— (4). 


Ueberlagert man nun der (Juelle eine 
Parallelströmung von der Geschwindig- 
keit «, so erhält man einen sogenannten 
Halbkörper wie in Abb. 2. Die Strom- 
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funktion an einer Stelle a—a setzt sich dann aus zwei Teilen zusammen, aus der 
Parallelströmung 'T’,; =2ay und der @Quellströmung ‘PP; — 2 Caretg y/x. Die Gesamt- 
stromfunktion heißt also 

Fa Yı+ P=2(a:y+ Carctgy/x). 
Da das Profil symmetrisch zur x-Achse ist, braucht man nur eine Hälfte zu betrachten 
man Vamarytlarigyle. . 2 22 22.. 00). 


Die Werte von arctg y/x stellen Vielfache von 7 dar; deshalb wird auch € — 1/7 genommen. 
Die Geschwindigkeit a wird = 1 gesetzt. ‘'F wurde in Abhängigkeit von y für & = konst. 
aufgetragen (Abb. 3 für den punktförmigen Quellenfaden). Parallelen zur Abszisse ergeben 
die Werte von & und y, die gleiche ‘l’-Werte haben. Man kann also so die einzelnen 
Stromlinien punktweise aufzeichnen. Die Stromlinie, die die Kontur darstellt, ist leicht 
zu ermitteln, da diese die gesamte der Quelle entströmende Flüssiekeit umschließen muß. 
Weil im Unendlichen Quell- und P.arallelgeschwindigkeit gleich sind, erhält man dafür 
die Bedingung = I. Hat man nun die Kontur punktweise ermittelt, kann man den 
Druckverlauf längs derselben finden, indem man für die einzelnen Punkte c, und c, und 
daraus mit aV, die an die Kontur tangierende Geschwindigkeit errechnet. 


V m | (a + 6)? ro u . . . . . . . . . . (6). 
Die Bernoullische Gleichung ergibt für den Druck, wenn man von den Schwerkräften 
absieht, die Beziehung En v? __ po Pr 9 | 

Y 29 Y 2g 
wobei p, der Druck in der ungestörten Flüssigkeit ist. Setzt man ‚hierin Yy= oe, 
“y3—h, -a?=M und den Druck p = 0, 80 ergibt sich p zu 
2 2 

p=h—h. a an au 


Dieser wird auf die Geschwindigkeits- 
höhe der ungestörten Strömung be- 
zogen, denn für eine gegebene Kontur 
ist er an einem gegebenen Punkt ihr 
proportional, da V proportional «a ist. 
Als Maß für den Druckunterschied be- 
kommt man also die Geschwindigkeits- 
höhe der ungestörten Strömung. Man 
erhält 

p h ds ö 

ET er (.) m. 
Den Scheitelpunkt der Konturkurve 
liefert uns das Diagramm nicht. Er 
läßt sich jedoch infolge der Bedingung 
bestimmen, daß die Quell- und die 
Parallelströmung gleich groß, die Ge- 
schwindigkeit in diesem Punkt also 
Null sein muß. In Abb. 4 ist für den 
punktförmigen Quellenfaden die mittels 
der Kurven in Abb. 3 ermittelte Kon- 
tur aufgezeichnet. Darunter ist das 
errechnete Druckverhältnis p/A, und 
die errechnete Geschwindigkeit von 
der ı-Achse als Abszisse aufgetragen. 

Um noch weitere Profile zu er- 
halten, ist für verschiedene Quell- 
iormen die Potentialströmung ermittelt 
worden. Außer der punktförmigen 
((uelle wird noch die, deren Ergiebig- 
keit längs einer Strecke /! konstant ist 
und die, die längs dieser Strecke eine 
dem Abstande vom Anfangspunkte 
proportionale Intensität hat, behandelt. Abb. 4. 
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Um alle nachher miteinander kombi- 
nieren und vergleichen zu können, 
muß ihre (resamtergiebigkeit gleich 
sein. Bei der Quelle konstanter Er- 
giebigkeit längs der länge / ist die 
Ergiebigkeit für die Längeneinheit 
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’$ WW 0 7 o r o 
also — £ . Ein Element der (Quellstrecke ZZ, das vom Nullpunkt den Abstand Z hat 
(Abb. 5), liefert den Beitrag im Punkte P 

dy = Ul- COlnzdS. 
Die Auswertung der Gleichung ergibt für /, wenn man die Grenzen einsetzt: 
ar C 2: ’ 
= P +riV=— [21m 1 {in22—1)] a a - ; ° 
zı 
Die Strom- und Potentialfunktionen heißen: 
a oT 2‘ "| \ 
5 un f | I, — r(d), — 3) 4+"y In 4 ] . . j ; : . N (9), 
L "2 
ce "| ( | “ 
= Ion +zla  +y(9&—dı)|. . 2 .2...C(10). 
l L 72 J 
Ueberlagert man noch die Parallelströmung ‘I’ — a-y, so erhält man für die Gesamtströmung 
3% u 
a == d* u — - | 19, — 5 (Y — o,) 2 Y In r: ; (9 a). 
“ r? 


Die Werte für ‘/’ werden in derselben Weise aufgetragen, wie in Abb. 3 für den punkt- 
fürmigen Quellenfaden, und damit die in Abb. 6 aufgezeichneten Konturen für die 
(Juellenlänge / 0,5, 1,0 und 1,5 erhalten. Die Scheitelpunkte bekommt man auch hier, 
indem man den Punkt auf der «-Achse bestimmt, in dem die Parallel- und (nellgeschwindig- 
keit sich aufheben. Letztere ist gleich 


° dy [64 22 
Eu tt, —= L = — In 
dx l 2 
(! "2 (' 
( ze In R = (9, — 0), (11) 
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Die Geschwindigkeit V und das Druckverbältnis p/Ao werden nach Gl. (6) bzw. (7) er- 
mittelt und sind auch in Abb. 6 analog wie in Abb. 4 aufgetragen. 

Als weitere Quellform wird eine solche genommen, deren Intensität längs einer 
Strecke ! dem Abstande vom Anfangspunkte proportional ist (Abb. 7). Die Ergiebigkeit 
der Elementar(wuelle sei d-$-dS. Dann ist die Gesamtergiebigkeit 


# . 1 
ın-d/E-dE=2:n.d:, = 2n:C. 
0 


Es ist also d=2(/l*. Die Intensität der Elementarquelle ist folglich 20 1?-&.dS. Ihr 
Beitrag zum Strömungspotential am Punkte P ist dann 
20 w 
d= R S In 2dS., 
Daraus ergibt sich nach Einsetzen der Grenzen für x: 


201, _ 2? z 2? 3 3 ze 
1\=-0d-+! ’ — 72 2 In ey — f - 2% 1n 9 + 2% + 2 In 2ı — ' 4 2ı (12). 
Strom- und Potentialfunktion heißen: 


BE x 9: (2 —-1?— 22 ca) +y} +9 (2 —y?) + 2ryIn 4 vi) (13), 


” 
| (14). 


ur © e i FR . ü 
Pa=a’y+ 9 (a —D— 27a —D)+y'7}+9(0?—y’)+2zyIn 1_ yil (15a). 


Da ei 
1? 


[ers (2 -)’—22(e —)+y’} Inn (a? —y)+22y(r — 9) — (2 . 


LDWZEEE 


Die Stromfunktion für das gesamte System erhält man zu 


13 r3 
Die Geschwindigkeit an irgend einer Stelle ergibt sich zu 
, d; 20T 2; 
dz "ri 2) 
20! 1"2 / | 20| " z Ü 'ır 
= ‚Ialn "—y(, —dı)+l|; s=—|yla .+x2(8 -9,)| (15). 
I- L- i J = 5 ® Mu Bi 


Diese (Jaellform liefert für /—= 1,0 und != 1,5 spitze Konturen, die außerdem noch einen 
Wendepunkt haben, für praktische Zwecke infolgedessen unbrauchbar sind. Ihre Werte 


(plho)ui. und”®,2d — x = Entfernung des Druckminimums von der Spitze, 2d -- Dicke 
des Profiles im Unendlichen — sind in Tabelle 1 eingetragen. Nur !=0,5 liefert/ein 


abgerundetes Profil, das in Abb. 4 eingezeichnet ist. 

Als vierte Quellform wird die gewählt, deren Intensität längs der länge ! pro- 
portional der Entiernung vom AÄnfangspunkt abfällt (siehe Tabelle 1, Profil Nr. s, 9, 10). 
Zur Berechnung der einzelnen Formeln braucht man nur die komplexe Strömungsfunktion 
der proportional der Entfernung vom Anfangspunkt ansteigenden Streckenquelle von der 
konstanter Ergiebigkeit zu subtrahieren und erhält 


2C1|z,° zı“ 29° 3 ‘ / \ 
l l l p | > » 
I: ‘ ln “1 7 2 Ey In 21 t zı 22 I In 23 - 24° e . . ° . 16) 
/ e l: | p) N ») { )) 


r 2 ] 
"FB. K 227 @—D+yY)+9 {@ —D’— y}}+2(@ —)-y-1In =. ylı (17), 
r ) 


+) 


\ C u ’ 4 o| f ‘ 
Dp—! 2 [| n [a 22 dry) +lont@—-1U’—y' 


h l | 
+20 — )- ya — 9) — (x + ‚) 5 x. es 
Van=aryt+ , hl’ 22a + y+ 0 Ka? y 
+2@—):-yIn” +yıl 2. <UEn, 
r r a 
20 1; ( 1 20, "2 . ‘ ( ( 
“= ,„[®—-)In 2 - ya —d)+l, = —-—lyin = +(2—1) (9 —9ı,)] (19). 


Die Auswertung ist aus Abb. s ersichtlich. 

Um eine noch größere Mannigfaltigkeit der erzeugten Konturen zu erreichen, wurden 
verschiedene Quellen übereinander gelagert. Da die Gesamtintensität der Kombination 
nicht größer als 27C sein soll, ist die Ergiebigkeit jeder einzelnen Quelle = zC ange- 
nommen, Die (uellformen und die Ergebnisse sind in Abb. % und Tabelle 1 aufgetragen. 





£ , an ° Ztschr. 1. angew. 
90 Pötter, Einfluß der Ausbildung des Kopfes von Schaufelprofilen Math. und Mech. 

















x 


Danfi/ Ar 77 
Profi Nr 15 










# 
n pn y 
Profil A r 12 


N + ? 
Prof Nr 

















Profil NR 7 Profil Nr 12 
| 


a | 
Profil IR 73 














Prof Nr 73 


Profil Nn12 

















BER, SEE CRERRR. | u J Ü 





Abb. 8. Abb. 9. 


Für die Größe des Verhältnisses p /o könnte es noch von Wichtigkeit sein, ob die 
benachbarten Schaufeln einen größeren Einfluß haben. Ulm dies zu untersuchen, sind 
drei punktförmige Quellen in der gegenseitigen Entfernung # = 10 = der fünffachen Profil- 
dicke auf der ®-Achse angenommen und in der y-Richtung mit der Geschwindigkeit a= | 
angeströmt (Abb. 10). Die mittlere Quelle ergibt nun wieder ein symmetrisches Profil. 
Die Stromfunktion für das Svstem heißt 


r 


a i Y Y u 
’=anr+Claretg” + arctg + arctg ES 
L- M x + 6 = ©] 
Die Geschwindigkeiten 
| r x + ee — 4 [ ı s 
a ea AR et Be A 4 | (21). 
2? + y° z +0? + (Go? +y?| lad+y? (+o?tr+y zo? +y?] 


Den Scheitelpunkt für das mittlere Profil erhält man, indem man an der Stelle 

"— 0 die Quellgeschwindigkeit ec, = der Parallelgeschwindigkeit a setzt. Das ergibt für 
„0. den Wert = 0,3199 gegenüber 0,3185 beim einzelnen 

y punktförmigen Quellenfaden im unendlichen Luftstrom. 

c |. Der Einfluß der beiden seitlich liegenden Quellen ist also 

trotz der geringen Entfernung klein. Zum Vergleich ist 
das Profil auch in Abb. 4 eingetragen. Erst weit hinter 


" X der Spitze macht sich eine Abweichung von dem Profil 

en \r. 1 bemerkbar. Auch das Druckverhältnis p/Ao ist in 
beiden Fällen annähernd gleich groß. Da durch die seit- 

LIT. lichen Profile beim Profil Nr. 14 ein Geschwindigkeits- 


Abb. 10. ausgleich verhindert wird, ist die Geschwindigkeit in 
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einiger Entfernung hinter der Spitze etwas größer. Die Kontur erhält man, indem man 
den Wert der Stromfunktion für ©=0 und yo = 0,3199 ausrechnet. Dieser ist = 1,5. 

Auch bei der Gitterströmung, bei der also unendlich viele Quellen in der gegen- 
seitigen Entfernung «= 10 auf der ®-Achse angenommen und in der y-Richtung ange- 
strömt werden, ergeben sich nur sehr geringe Unterschiede gegenüber der einzelnen 
Quelle im unendlichen [.uftstrom. Für diese ergibt sich mit Q= 2%, a, wo “, die Dicke 




















. . . . . zo + A | . . . . . 
des Profiles im Unendlichen ist, e. — ’r, = - . Beim Gitter wird nun die Dicke 
ZI z 
des Profiles im Unendlichen bei gleicher (Juellenstärke kleiner = r,, weil die Geschwin- 
digkeit infolge der (uerschnittsverminderung durch die Profile größer wird. Es ist nach 
Abb. 11 Q—=2%):-a. Aus der Kontinuitätsgleichung e-a=(e — 2%) a’ ergibt sich 
sa e 1 R 
ne - und % = —= 0,1325 %0. 
pP 2 To 2 e-Qa N 
Q 
Für das (Gitter ist 
al 1 1 ) 
oe ie ee + +...+ + 
zT z 2 +e .”—e zı4 ne z— ne] 
r e 1 1 1 1 
Nun ist coftgz = - + nr Rn + >- 
r z +1 z —ı PNRT x n TI 
D) . . ! e ° zZ . . / 
Setzt man hierin 2 — ‚ so ergibt sich I 
P u e —. e =. 
. x ) e a' 7T 
1. ooftg — "8 . . . (22). [a 5 
P e 
Für den Staupunkt ist c,—=0, 7 —=0 daher c,=a, d.h. , 
’ ‚ (AN iR 
f zo a dıT ‚ ? (N er (°\ r 
—- d= cotg Y. 
e e 
Ersetzt man hierin « durch « und setzt man ı, — 0,5325 7%, Pr er 
'o=1 und e= 10, so erhält man nach einigen Umrech- |’ |‘ 
nungen %0 — 0,3105, also auch fast den gleichen Wert wie z, 
bei der einzelnen Quelle im unendlichen Luftstrom. Den 
Einfluß der Gitterströmung auf die Druckverteilung kann (RA901 Zr) 
man dadurch ieststellen, daß man von der Geschwindig- Abb. 11 
keit infolge des Gitters die infolge der einfachen Quelle 
abzieht. Die Differenz der beiden ist die Störangsgeschwindigkeit 
} . f y 944 T % j 
C il, = Ü | cotg zz — ; ; j ; (23). 
Für die Geschwindigkeiten der Gitterströmung bekommt man nach einigen Rechnungen 
T ; 7T 
sin 2 2 zul 2 y 
( TT ß U 7T P 
C; gitier — . . R C,eitter = . . (24). 
2 ‚ u NE 2 e re 2,9 
sin? z + 9° „ In? 2 + Som Y 
e e t v 


’ür den Punkt beim punktförmigen (Quellenfaden, wo der größte Unterdruck auftritt, soll 
die Störungsgeschwindigkeit errechnet werden. Wie Abb. ! zeigt, haben die drei seitlich 
in der gegenseitigen Entfernung « angeordneten Quellen nur einen geringen Einfluß auf 
den Verlauf der Druckkurve, so daß man als gute Annäherung bei der Gitterströmung 
las Druckminimum ungefähr an derselben Stelle erwarten kann. Die Auswertung zeigt, 
daß die prozentuale Verringerung der Geschwindigkeit in der ."-Richtung beinahe den 
gleichen Betrag hat wie die prozentuale Vergrößerung in der y-Richtung, ungefähr 2 vH. 
Infolgedessen wird die Aenderung des Druckes nur unbedeutend sein. Die Strom- und 
Potentialfunktion für die Gitterströmung heißen noch 


4 Y 1 7 m Dur Y . T ’ \ „fs T r » 

= Cinsin—z. . . (25), D— Cin| sin ir Bel—y| (26), 
Ei | Ba Pa Ps en 
«Pp —— Ü In | cos - von A Y | ; . . . . . . . 21 ). 


Einen Vergleich der einzelnen Konturen gibt Tabelle 1. Man sieht, daß für die 
Größe des Unterdruckes nicht allein die Ausbildung der Spitze maßgebend ist, sondern 
auch in großem Maße die Form des Profiles hinter der Spitze. So zeigt z. B. Profil 
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Tabelle 1. Nr. 12, das in bezug auf den Druckverlauf mit 

Profil (?) “ (p/ho)min = — 0,39 das günstigste ist, an der 
Nr. En: 9A Spitze ungefähr dieselbe Abrundung wie Nr. 1, 
wo (p/Aho)um den Wert — 0,59 hat. Dies ist von 

” no 0,39 großer Wichtigkeit, da bei kleinen Anström- 
winpkelno, die im praktischen Betrieb immer auf- 

2 mem 0.555 0,38 treten, ein spitzes Profil eher zur Kavitation neigen 
£=05 wird als ein abgerundetes. Der Unterschied von 

20 vH, wie er bei den beiden Profilen auftritt, 

3 ee — 0,50 0,535 kann bei manchen Ausführungen von Wasser- 
w tarbinen schon von erheblicher Bedeutung sein, 

... . da man bei genügender Kenntnis der Vorgänge 

Zu = en = v,44 0,‘65 an der Eintrittskante der Schaufeln die Turbinen 


bedeutend höher einbauen kann, wie man es sonst 


R A ‚0.57 0.30 der Sicherheit halber machen würde. 
05 
ö 2. Ganzprofile. a) Allgemeine Betrach- 
L en 0.528 0.6 tungen. Normalerweise soll eine Turbinenschaufel 
To die Bedingung erfüllen, daß ein hvdrodynamisch 
stoßfreier Eintritt erzielt wird (Abb. 12). Die For- 
rn U TU | 
— 0,182 0,82 


Er 
-—- 


5 0,564 0,37 





0-05 glatter Eintritt „stoßfrei” 
9 Mm 0,512 0,47 (RAso1 22] 
2=10 | 
Abh. 12. 
10 nn — 0,452 0,60 
a 7 Zu derung läuft darauf hinaus, die Schaufel so zu 
gestalten, daß die Verzweigungsstromlinie ohne 
1 =" 0,46 0,57 Knick stetig in die Mittelfläche — das Skelett — 
2-70 der endlich dicken Schaufel übergeht oder mit 
u u u anderen Worten, daß der Verzweigungspunkt auf 
ee ua er ‘die Schaufelmittelfläche fällt. Für den Eintritt ist 
dies durch richtiges Uebertreiben des Eintritts- 
m — winkels unschwer zu erreichen. Es ist jedoch 
| bee 0,46 0,50 . - 
l:25 noch die Frage aufzuwerien, ob selbst bei stoß- 
’ R . freiem Eintritt die Größe des lokalen Unterdruckes 
4“ 5b in - 0,588 0.345 allein schon für die Beurteilung der Kavitations- 
At HE 2; gefahr genügt. Es ist anzunehmen, daß besonders 
r = lüntfernung des Druckminimums von noch die »Empfindlichkeit« ap des Unterdruckes 
der Vorderkanfe (des Flügels. d£ 
2d== Dicke des Flügels im Unendlichen. p gegenüber den unvermeidlichen Schwankungen 


dß des Anströmwinkels infolge Turbulenz, Un- 
gleichmäßigkeiten des Propelleıvorstromes oder Regulierungsvorgängen eine gewisse Rolle 
spielt. Bei der Untersuchung dieser Eigenschaft der Profile muß man jedoch statt .der 
ITalbprofile Ganzyjrofile nebmen. Die Halbprofile erstrecken sich nämlich nach der einen 
Seite bis zum Unendlichen, und infolgedessen würde bei einem gewissen Änströmwinkel 
die Geschwindigkeit an der \orderkante unendlich groß werden müssen. 


b) Untersuchungen an einer Ellipse. Zunächst soll die schiefwinklige An- 
strömung bei einer Ellipse betrachtet werden. Nach IL,amb heißt die komplexe Strömungs- 
funktion für die Bewegung einer unbegrenzten Flüssigkeit, die durch einen elliptischen 
Zylinder mit der großen Halbachse a und der kleinen Halbachse db erzeugt wird, wenn 
der Zylinder sich parallel zur kleinen Achse bewegt, 


hn=®P, +i pP, = ıiV:-a-c-e 
Hierin bezeichnet 


. F.2 4% 5 ER a : - Be a-+b ı 
z=etrt+iy=cWul(S+iy)=ehujT, c=| a’ — b?= Exzentrizität, go ( .) gr 
ad — 
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Die Geschwindigkeiten erhält man durch Diiferentiation nach 2 


dyı dyı ae i’V-a,s. ce”. 
ıCı - = . == “reg” : 
dz d£ dz e St 5 
q 
Da c87=-.,, siny—= I, ist, ist c8?y +sin’y— - nn et, 
c Sof e<simE c? 01? & ce? Som? : 


Die Linien 5— konst. stellen also Scharen von Ellipsen dar. Setzt man eGoj&—=a und 
ceSin$—b, so erhält man schließlich nach einigen Rechnungen für ıcı 


eosn —isinn 


wu =—i:V-a- er 
bceosn-+iasinn 
Durch Trennung von Realteil und Imaginärteil erhält man die beiden Komponenten der 
Geschwindigkeit c,ı und c,ı 
V'ala+b) . Va q Re 
Gm — — - z z sın 7 cosN, yımz,, = b be (b cos’ 7 — asın“ı). 
b°cos’n + a“ sin?n b?cos’n + a®sin’n 


Diese Formeln stellen die Absolutströmung um eine Ellipse dar; um die Relativströmung 


zu erhalten, muß man noch die Eigenbewegung der Ellipse ce) = — i/V subtrahieren. 
Die Komponenten der Relativströmung heißen also 
ae ee Nc08 Om Au cos? ı (28). 
b? cos?n + a? sin? n e in b?cos?n + a?sin®n I: 


Ist die Bewegung parallel zur großen Achse gerichtet, so heißt die komplexe Strömungs- 
funktion 4 = Ub*e-e”‘. Auf die gleiche Weise ergibt sich hier die Geschwindigkeit zu 


da dyy d£ U.:b»&.e”- rn cosn—isinn 
UN = = = — a— ae = U8 
dz ds dz coınZG beosn-+tiasin?r 
die Komponenten der Absolutströmung 
Ub / . u Ub(a+b) : 
3 = — (b eos’7 — «sin?n), = — z ,„ sinn cos, 


b?cos’n + a? sin? n b? cos?! n + a? sin® r, 
und die Komponenten der Relativströmung, wenn man die Eigenbewegung der Ellipse 


mit #£,3 = — U noch berücksichtigt 1 
n Ua(a-+b) 9 Ub(a+b) r ’ 
09 = sin?n, = — sin 7 c08 7 29). 


b? cos’ n + a?sin®n b3 cos? n + a? sin? n 


Um zur schiefwinkligen Anströmung zu kommen, braucht man nur die Komponenten zu 
addieren. Den absoluten Wert der Geschwindigkeit erhält man dann, indem man bildet 


w’=(eı + 3)’+ (Sı + 6,3)°, 


a (a -r b) r ni y r . 
G=G ren on r a; (U sın?y — V sin r cos ı,) . 
b’ cos’ n + a’sin'n 
bla t b) (V N PN U > n ) 
C,=(C,ıTt u =. = Bere cos“ l — USiID / cos N 
” ’ e b? cos’n + a? sin? n ’ 
r (a + b)? . ‚ ve 
w?’— „ (Usinn—Veon)”’. . .. 2. .(80). 


 b?eos®n +a?sin?n 
Um die Veränderlichkeit des Unterdruckes in Abhängigkeit von dem Verhältnis V/U =tgP 
zu bekommen, differenziert man den absoluten Wert von w* nach tg 
dw? I Ula+bVltge A—ter 


date’ b? + a?tg? r 
Um „ durch 8 ausdrücken zu können, differenziert man d w* nach d und setzt den 
Differentialjuotienten gleich Null. Man erhält 


t b? 1 
nn . a 
-. a’ tg IV} 
u . ' ' - 2 be „dw? 
Setzt man dies in obige Gleichung ein, erhält man schließlich für 2 den Ausdruck 
Bi 
iw?” 2U°(a+ 0)? | 
a = - tg > . . . . . . : . (31). 
atg 3 b? 


Das Resultat zeigt, daß bei konstantem U die Schwankungen des Unterdruckes an der 
. . 2 U? u : 
Stelle geringsten Druckes direkt proportional tg ß sind, da - - für die Betrachtung 


eine Konstante ist. Die Folgerung aus diesem Ergebnis ist: Für tg? — 0, d.h. für eine 
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Strömung parallel zur großen Achse liegt das Druckminimum auf der kleinen Achse und 
hat einen ganz bestimmten Wert, der sich aus obigen Formeln errechnen läßt. Pendelt 
diese Strömung etwas hin und her — etwa um das Maß, das durch die Turbulenz der 


a : .. e : I w? 
Strömung gegeben ist —, so ändert sich der Unterdruck nur wenig, da ; „ wegen tg dr 0 
tg; 


nur sehr klein sein kann. 

Öbschon die Ellipse als Profil wohl kaum praktische Anwendung findet, ist die 
lirkenntnis dieser Tatsache schon von Bedeutung. Denn bei schiefwinklig angeströmten 
Schaufeln, die bei stationärer schiefer Anströmung einen gewissen Unterdruck aufweisen, 
wird sich beim Hin- und Herpendeln der Strömung infolge der Turbulenz ein größerer 
Unterdruck einstellen als gewöhnlich erwartet wird. Dieser Betrag ist von der Größe 
des Anstellwinkels abhängig, d. h. im praktischen Betriebe wird sich beim Unter- und 
Ueberschreiten der normalen Fördermenge eine bedeutende Vergrößerung des größten 
Unterdruckes einstellen. 


c) Verfahren von v. Kärmän. Ein Verfabren, die schiefwinklige Anströmung 
gegebener Körper zu untersuchen, hat Prof. v. Kärmän für spindelförmige Körper an- 
gegeben. Er zerlegt auch die Strömung in zwei Komponenten, eine mit dem Anström- 
winkel ‚Null und eine mit einem Winkel von 90° Zur Ableitung der Potentialfunktion 
dieser letzteren benutzt er die Strömung um eine Doppelquelle. Diese besteht aus einer 








y W 
| Im 
W- 
07 
19 Q 
a 
el 0; 
+ 7 
=. & 
d- 
Abb. 13, Abb. 14, 


(!uelle und einer Senke, die beide die gleiche Ergiebigkeit haben und von der -Achse 
um & entfernt sind (Abb. 13). Die Achse der Doppelquelle ist also in der y Richtung 
orientiert. Die Potentialfunktion des Doppelquellensystems lautet 


A) 
Pe Beh) tr re. 
2 
Aus Abb. 13 ergibt sich 
0, = | 0? +8? — 2E0Cc0sPV, 0, = | 0?--E?-+-2E0 cos #» 
Setzt man dies in @l. (32) ein, erhält man durch Entwicklung nach & schließlich 


nm 2:2. 


T Oo 
N 


Hierin läßt man © zu Null werden und ® bis unendlich zunehmen, aber so, daß das 
Produkt @:: einem endlichen Wert »M« zustrebt. Dann wird 


hi 
D - cos t 
m’ m 


N 


»M« heißt das Moment der Doppelquelle. Die Strömung ist symmetrisch zur y-Achse. 
In Richtung der positiven y-Achse strömt die Flüssigkeit aus und von der negativen 
-Achse her strömt sie der Doppelquelle zu. 

Die Ueberlagerung der Doppelquelle aui eine Parallelströmung in der y-Richtung 
ergibt die Strömung um einen Kreis (Abb. 14). Die Geschwindigkeitskomponente der 
Doppelauelle in Richtung des Radius _ beträgt 

Cı = Eu N cos. 


) To 
up PL € 
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Die Parallelströmung in der y-Richtung mit der Geschwindigkeit V liefert eine Kom- 
ponente in Richtung 0 vom Betrage 

63 = — Veost. 
Setzt man nun & = &ı + %.9 = 0, so muß auf dem Kreise mit dem Radius g die Ge 
schwindigkeit senkrecht zum Kreise Null werden. Der Radius des Kreises errechnet sich zu 

















| 
| y P(x,y) 0 zz y 
'y 
J - m 
Val 
! 
Z 
in, links: Abb. 15 
Me. 


reehts: Abb. 16. 











Rasoız) 
Räscızıs) 


V cos& 


Belegt man nun die &-Achse mit Doppelquellen, deren Moment für die Längen- 
einheit mit # (£) bezeichnet werden soll und überlagert dieser Strömung eine Parallel- 
strömung in der y-Richtung, so wird man die Strömung um ein Profil erhalten (Abb. 15). 
Die Achsen der Doppelquellen sollen wieder in der y-Richtung orientiert sein. Die Ent- 
fernung der Quelle und Senke von der X-Achse betrage jedesmal €. Dann ist der Beitrag 


eines solchen Doppelquellenelementes zum Potential eines Punktes Pr, y) 
r “ ® 2 | _ ;)9 
daD = x»l(E)dEln "= x (Da!ın s 


"2 (2 ! + (y+o)?® 


Vin Im 


Entwickelt man diese Formel in eine Taylorreihe für &= 0, erhält man 


2 “ 
A® = —e-x(})- r „ds. 
x — 6)° m „ 


?»#(£) wird analog dem früheren bei der einfachen Doppelqyuelle das Moment des Doppel- 
uellenelementes genannt und mit z(£) bezeichnet. Ä 
Fir das gesamte Profil heißt also die Potentialfunktion 


(lg | & e 
D— -2y| en, ee A 
En z— 5° + y? 
dj 
Wenn man nun durch Ueberlagerung einer Parallelströmung mit einer Doppel- 
quellenströmung die Kontur erhalten will, muß man erreichen, daß an jeder Stelle der 


Kontur die Geschwindigkeit senkrecht zu ihr gleich Null wird (Abb. 15). Es muß also sein 
C„—=L0,0C08@+r,8sint—= Vcosu, 
Fi ER 5: 5 re A 
Aus Gl. (34) kann man nun die Geschwindigkeitskomponenten und «, errechnen 


_ 


‘to 


ıı$D q & (2 —E > | 
C = <z 4yl, - — ds / 
or : (2 E)? t y°)° 


ıı $d 7 

onen — .) " 
©, > Sei .) Pr DD “ 
oy J@-PB’+y Jiz -D’+yPl 


| 4re 


Mit diesen Werten erhält Gl. (35) die Form 


(£ > 


q in 9 ‘ & . 4 ($) J & m 
- 2} N — d!s—2 " Me —d8 2ytga = —d£ (37). 
(e — 8° + y? z — 5° + y?)? (2 — &)? »)° \ 


Die Balaaeae der %-Achse mit Deunsiuusiten soll nun so erfolgen, daß das Moment der 
Doppelquellenstrecke für eine bestimmte Länge Ö, die für die einzelnen Strecken gleich 
sein soll, konstant ist, also ungefähr nach Abb. 16. 








on ar rin 2 ; 2 i , Ztschr. f. augew. 
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Die Gl. (37) heißt dann 


35/) + 8/2 + 8/2 
ol S F (2 — Ba 1 
r_ a EN de ar ds = z2—&)ds 
de 246) | £,2 2 -Y £)9 212 2ytg« 3) | 
LJ/ x + y° la — 8° + y‘] = — 8° + y’)‘J 
5/2 IR _$/2 


Hm 


Bezeichnet man nun die Lage des betrachteten Punktes P mit k. ö und die Lage der 
betrachteten Doppelquelle mit ö:ö, so heißt das Gleichungssystem zur Berechnung des 
Doppel4uellenmomentes 


8 = Mi Gik (38), 
N v) 
‘si. ist hierin das Integral 
(i } 1/,) 5 (i +4 Un ß (i + 17) 8 
r dE PN: al& i — a5 
= | - 2 y? | —— 3yl «| . 
Ja@—8°’+y? , Ta — 8? + y?? 78 J Te — 8° + y?]? 
/2)® = 4)8 (— 1/2). 
Mit den Lösungen dieser Integrale erhält man für g:, 
E + 1’ \ AR 
w = ig a 2/ . 
GJik — ’ >». m Y £ b} 077 r (39). 
(a — 5” +y° w—=-£"+y” GG —Y)5 


Die Ausweitung der Gl. (38) ist jedoch recht umständlich, da die Werte für gix 
sehr schlecht gegen Null konvergieren, d.h. auch die weit vom Punkte P (x, ,) entfernt 
liegenden Doppel(juellenelemente haben noch einen merkbaren Einfluß auf das Potential 
des Punktes. Dies ist auch sehr leicht einzusehen. Im Gegensatz zu den spindelförmigen 
Körpern, die die llüssigkeit umströmen kann, muß bei den ebenen Profilen, die sich in 
der einen Achse bis ins Unendliche erstrecken, sämtliche Flüssigkeit an der Vorder- bzw. 
an der Hinterkante vorbeifließen. Die Länge des Profiles wird also einen großen Einflaß 
auf die Geschwindigkeit an der Spitze haben. Damit ist auch bei langen Profilen der 
Eintluß der entfernt liegenden Doppelquellenelemente auf das Potential eines Punktes er- 
klärt. Aus diesem Grunde wurde auf eine Benutzung der entwickelten \lethode ver- 
zichtet und zur Klärung der Verhältnisse bei seitlicher Anströmung ein Näherungsver- 
fahren eingeschlagen, 


d) Verfahren der konformen Abbildung. Um den Einfluß der Abrundung 
der Vorderkante eines Profiles bei gleicher Länge und Dicke desselben auf die Größe 
des maximalen Unterdruckes zu untersuchen, muß auf die koniorme Abbildung eines 
Kreises zurückgegriffen werden. Joukowski und Kutta haben schon gezeigt, daß man 
mit den Methoden der klassischen Hydrodynamik bestimmte Profile berechnen kann. Es 
läßt sich aber leicht zeigen, daß sich mit Hilfe der Funktionentheorie beliebige Flächen- 
profile berechnen und untersuchen lassen. Bieberbach hat aus der 'T'heorie der kom- 
plexen Funktionen folgenden Satz aufgestellt. Sei in der {-Ebene eine geschlossene 
Kurve ohne Doppelpunkt gegeben, die einen einfach zusammenhängenden Bereich be- 
grenzt, dann gibt es stets nur eine schlichte Abbildung von der Form 


2 . dj ag az k 
=4+. +. +. + - : 0.0. ) 
» 9 > 
wo (th, du, As . . . im allgemeinen komplexe Konstanten bedeuten, durch die der Außen- 


raum des gegebenen Bereichs auf den Außenraum eines Kreises der 2-Ebene abgebildet 
wird. Durch das in der [-Ebene gegebene Profil werden also die Konstanten aı,a,,... 
sowie die Größe und Lage des Kreises in der z-Ebene bestimmt. Für hinreichend große 
Werte von { geht Gl]. (40) asymptotisch in z={ über. Bei der Abbildung bleibt also 
das unendlich Ferne unverändert. Man kann folglich den Satz auch dahin aussprechen. 
daß es immer nur eine Abbildung gibt, die das unendlich Ferne unverändert läßt und 
den ganzen Außenraum eines Profiles in den eines Kreises überfübrt. Zugleich ist da- 
durch erklärt, woher die Beschränkung herrührt, daß der Kreis, in den transformiert 
wird, nicht mehr willkürlich gewählt werden kann, sondern durch das gegebene Profil 
schon bestimmt ist. Die Bedingung, daß das unendlich Ferne unverändert bleiben soll, 
bestimmt den Kreis nach Größe und Lage eindeutig. 

Joukowski und Kutta haben sich mit dem besonderen Fall beschäftigt, in dem 


die Reihe (40) aus der Umkehrung der Beziehung 


a. e? x 
ee a ee A 


y 
Au 
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(Abb. 17), der in die spitze Hinterkante des Profiles übergeht. Diese sind gekennzeichnet 
durch folgende Größen: 


I. durch M'O= '/; f= der halben Pfeilhöhe des 
Kreisbogens, der durch Abbildung des mit M’ 
als Mittelpunkt konstruierten Kreises entstehen 
würde; 

. durch die Radierdifferenz MM'—=Ö, die ein 
Maß für die Dicke des Profiles gibt. 


Es soll nun die Geschwindigkeits- und Druck- 
verteilung untersucht werden, die eine im Unendlichen 
mit der Geschwindigkeit V unter dem Winkel 5 gegen 
die positive S-Achse vor sich gehende Strömung längs 
des Profiles erzeugt. Die absolute Geschwindigkeit 
rechnet sich nach bekannten Methoden folgendermaßen. 
Das komplexe Potential einer Strömung um einen Kreis- 
zylinder, der mit der Geschwindigkeit V unter dem 
Anströmwinkel  angeblasen wird (Abb. 17), heißt Abh. 17. 


hervorgebt, wo c eine reelle Zahl ist. Der Kreis geht dabei durch den Punkt RB (z — () 


[Ss] 











‚ j r 
n=V(r+2), 
worin = (2 — m)e'” ist. Da im allgemeinen an der spitzen Hinterkante eines Flügels, 
in den der Kreis bei der Abbildung übergeht, eine unendliche Geschwindigkeit auftreten 
wird, muß man zu der Parallelströmung noch eine Zirkulationsströmung hinzufügen, deren 
Wert sich dadurch bestimmt, daß an der Hinterkante ein glattes Abströmen erreicht wird. 
Da diese beim Kreis aus einfachen Kreisen besteht, nimmt die komplexe Strömunes 
funktion die Gestalt an 
r ’ 

In z. 


DD eo, 


Kung 


7T 


Die Gesamtströmung ergibt sich durch additive Zusammensetzung zu 


y 


.- il ’ 
en +n=Vl@ +”) + mei 


x N 


Um die analoge Strömung um ein Profil zu erhalten, bildet man den Kreis durch 
9 


.. 


die konforme Abbildung {=z -: ”- auf ein Profil ab. Die Geschwindigkeit errechnet 


y 
n 


sich dann zu 


dy dz dz 
w—= mn, 
ds de d, 
. 1. .. j dz ’ 2 : 
An der Hinterkante des Profiles für 2 — — ec wird nun _ unendlich. Einen endlichen 


ad, 


.. R R . . r dy 
Wert für die Geschwindigkeit kann man nur dadurch erreichen, daß man , an dem 


dzg 


Punkte B, dessen Verbindurgslinie mit dem Kreismittelpunkte \/ den Winkel ; bildet, 
z dz' i . f 1’ u. 
gleich Null setzt, da Zu 1 ist. z2— m wird eleich — re und damit 2! — — re "rn 
z 
Für 2’ ergibt sich der Wert 
I’=4An:r-V sin (? +7), 
und die Gleichung für die Gesamtströmung bekommt die Form 
=V |! +rt/z2+2rsino(?+y)Inz). 
Der absolute Wert der Geschwindigkeit ist nun 
dy dz! dz 
DI ee ’% . u 
dz dz ac 
Hierin ist 
d; _2Vr,. 2.2. 4, ’ y1 dz| _ 
=, le+dsnd+@y+y) eos, eh, 
d s a ur 
E = « ‚w’_r+ Er rat . 142) 
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Mit diesen Ausdrücken wird 
22V 0?|(@+e)sin pP +(y+ y) cos 3] 


wm -- m - ETETEGED ° 
r | (0? — (2)? +4 c?y2 
Mit dieser Abbildung kann man jedoch bei vorgegebener Länge und Dicke nur eine 
Profilform erhalten. v. Mises gibt nun einen Weg an, wodurch man sich von dieser 
Einschränkung befreien kann. Er geht davon aus, daß die Umkehrung jeder Abbildung 
der Gl. (40), angewandt auf einen Kreis, wenn nur die Koeffizienten «ı, «as, Qs, ... ge- 
wisse Bedingungen erfüllen, zu einem Profil führen muß. Die Bedingungen sind: 

I. Die Kreislinie muß durch die Abbildung in eine einfach geschlossene, doppel- 
punktfreie Kurve übergehen, die den allgemeinen, gestaltlichen Anforderungen, die an 
ein Profil gestellt werden, genügt. 

2. Die Abbildung muß im ganzen Außenraum des Kreises schlicht, d. h. umkehrbar 
eindeutig sein. 

>. Einem Punkte des Kreises muß eine Spitze 
Iy | oder Ecke des Profils entsprechen. Die Bedingung 3 
erledigt sich dadurch, daß man an dieser Stelle die 





® ak . .. . . 
Ableitun verschwinden läßt, wodurch eine Bedin- 
8 dz 


gung für die Koeffizienten gegeben ist. Die erste Be- 
dingung kann man nicht anders erledigen, als daß 
man das Profil tatsächlich aufzeichnet. Dies ist von 
größter Wichtigkeit, denn bei der zur Dicke verhältnis- 
mäßig großen l.änge der Profile bei Turbinenschaufeln 
wird man finden, daß die geforderte Doppelpunktfrei- 
heit der Kurve eine große Einschränkung der Anwend- 
barkeit des Verfahrens bedeutet. v.Mises gibt eine 
graphische Methode an, die ein schnelles Aufzeichnen 
Ä der Profile gestattet. Ist durch die Konstruktion be- 

Abh. 18. wiesen, daß bei der Abbildung der Profilumriß als Bild 

des Kreises doppelpunktfrei wird, erledigt sich die Be- 

dingung 2 leichter, Nach Bieberbach gilt nämlich der Satz: Sei die Umkehrung von 


in Fer 4 
“ A en z z 2° 
eine Abbildung, die den Kreis (2 — m)=r in eine einfach geschlossene, doppelpunkt- 
af 
dz 
auf eine, die auf der Peripherie selbst liegt, dann ist die Abbildung im ganzen Außen- 
raum schlicht, wenn der Änfangspunkt 2 = 0 ins Innere des Kreises fällt. Das Koordinaten- 
kreuz in der z-Ebene wird nun so gelegt, daß der Kreispunkt B (Abb. 185), der in die 
Profilspitze übergeht, die negative Abszisse ce und die Ordinate 0 hat. Durch diesen 
Punkt, 2= — ec, muß also der Kreis, der das l’rofil ergeben soll, hindurchgehen, während 


er den Punkt z=0 in seinem Innern umschließt. Die Abbildungsfunktion setzt man nun an 


freie linie überführt und liegen die Nullstellen von alle im Inneren des Kreises bis 


“ c (2 C; Cn 
=&£-+ en Dr pe N 7 A 
2 2° oz u 
Die Ableitung dieser Funktion heißt 
dal Cj 209 303 N CH 
me. - Ya er er 


Die rechte Seite kann in ein Produkt von (1 + n) Faktoren der Form (1 — v/{) entwickelt 
werden, wobei eines der v den Wert C haben muß, während die Gesamtheit der v die 
Bedingung erfüllen muß, daß ihre Summe verschwindet, damit im Produkt das Glied 1/{ 
verschwindet. 

Wiihlt man nun im Ionern des Kreises A gelegene Punkte |, V., Vs ..., so, daß 
sie der Bedingung vı + 0% -+%...-+®,—r genügen, so kann man daraus die Werte für 
1, 092 :.. Cu bestimmen. Es ist 

RE... v v2 Un Cı ea N CH 5 

(14 -)(1 - "(1 - ?)\...(1- =) 1 r „3 yet (45). 
Durch Gleichsetzen gleich hoher Potenzen auf beiden Seiten kann man nun cı, &,...C 
errechnen. Man erreicht dadurch, daß der Punkt B (= — ce) in eine Spitze übergeht, 
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daß alle Verzweigungspunkte im Innern des Kreises liegen und daß die Abbildungsfunktion 
die Form der Gl. (44) hat. Es wurde nun versucht, mit einem Ansatze vom Grade n — 
die Gestalt des Profilkopfes zu variieren. Die Gl. (45) nimmt dann die Form an 


+) 2) 21-427, 


. * „ c » 
womit sich gG=-c—vı nm, Bm ZN. 00 a ae AM) 


_ 


errechnet. Der größeren Genauigkeit halber wurden die Konturen und die Geschwindig- 
keiten am Profilkopf rechnerisch ermittelt, da es schwierig ist, zeichnerisch eine genügend 
große Genauigkeit zu erreichen. Da cı und “% im allgemeinen komplexe Größen sein 
werden, kann man dafür setzen 








G=4a+ ib R Gg=0-+ id. 
Die Koordinaten der Profilpunkte ergeben sich zu 
ax buy c (2? — y?) 2dıy 
E—- 1-4 2, ag 9 ee FR „ 9,2 
x’ -+-y + y” (2 + y“*)“ (2° + y°) (47) 
' ay ie br 2cay 4 2” —y°) ge 
=y Be Fr (29 + y9? (22 4 y9? 
d C . 7) * 
Der absolute Wert mitto=x2’+y’ zu 
dx 
2 VEN: NER a 16 dm ee, 
EHI —- a) - PPSCHRER 5 [’+d’+x(ac-+bd) 
-ylad—be)— ce! — 32y)—-dBx’y—yY)| - - (48). 


Für Schaufelprofile von Kreiselrädern kommen nur reelle Werte von cı und c, in Frage, 
da komplexe Werte ein Aufbiegen des Profiles am hinteren Ende zur Folge haben. Die 
Werte b und d werden also gleich Null. Setzt man noch gleichzeitig a wieder gleich cı 
und ce gleich «,, so erhalten die Formeln (47) und (48) die Form 


2 2 2x 

. cr cy (8 — y*) cıy eczuy 
S=ı+ + ——> Key m 23. . (Ta) 
R 2? + y? (2? + y9? u ’ Y 22 + y2 (2? + 2)2 ( l 
Vo: 2 9 i * 3 en 2\ | t Pe ’. 94 fr u “s (3 x 3 pn 2\ (48: | 
2 +a?—-2a.@®- + le’ +ran— a6 3@y?)ı (48a). 


Eine weitere Möglichkeit, die Form des Profilkopfes bei gleichbleibender Länge und 
Dicke des Profiles zu variieren, ist durch die Abbildungsfunktion von v. Kärmän und 
Trefftz gegeben. Diese stellt eine Erweiterung des Joukowskischen Falles insofern 
dar, als der Spitzenwinkel, der bei Joukowski gleich Null ist, einen endlichen Wert 
bekommt. Man kann die Joukowskische Abbildungsfunktion (41), indem man einmal 
2e addiert und einmal 2c subtrahiert und daraus den (uotienten bildet, auf die Gestalt 


e (=) u m rn, 5 
bringen. Man ersieht daraus sofort, daß der durch J 

B und B, gehende Kreis in der z-Ebene ein doppelt A 
durchlaufener Kreisbogen durch die Punkte (=-+2r 
und © = — 2c in der [Ü-Ebene werden muß mit dem 
doppelten Peripheriewinkel, wie aus der (uotient- 
bildung zweier komplexen Zahlen hervorgeht (Ab- 
bild. 19). Man kann nun Gl. (49) sehr einfach da- 
durch abändern, daß das gegenseitige Entsprechen 
gewisser Kreisbögen gewahrt bleibt, ohne daß aber 








[RA 901219] 


dem Vollkreis durch BB, zweimal derselbe Kreis- gr 
bogen entspricht. Setzt man nämlich 
Ri : — (! | ‘) . Abb. 19. 
wo c' eine noch zu bestimmende Konstante und nr ein von 2 verschiedener Exponent ist, 
so entspricht jedem Kreisbogen durch BBı ein Kreisbogen durch C— -+-e mit dem 


n-fachen Peripheriewinkel. Die Bögen, die den beiden Teilen des Kreises durch B und 
RB, entsprechen, haben also Peripheriewinkel, die um n 7 voneinander verschieden sind; 
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sie schneiden sich unter einem Winkel 4 (n —2)r, falls n wenig größer oder kleiner 


als 2 ist. Die Konstante e' bestimmt sich dadurch, daß das unendlich Ferne in beiden 
Ebenen identisch sein muß. Kürzt man in G]. (50) Zähler und Nenner durch 2 bzw. [ 
und entwickelt man nach I/z bzw. 1/{, so erhält man 

2c Inc 


| — mal — — 


Soll also im Unendlichen {© — z werden, muß € —nc werden. GI. (50) erhält damit die 
l’orm E—nc = — c\" 
r = ( ee En a 5 5 (50 a). 
+ NnEc 2 +c 


Auch hier wurde der größeren Genauigkeit wegen der rechnerische Weg zur Bestimmung 
der Kontur und der (Geschwindigkeit beschritten. Die notwendigen Gleichungen lauten 


97 


R Nne—. z ne —rg?" | REN 5 FR 2 nn" ra" sinn (yı — 93) (51), 
+ r°"—2r"rg"cosn(gı — 92) re" 2" Tr" cosn(gı — 9) 
as 4n? ci (vr, rg)" =! (52) 
dz nn" 2m" ra" cosn (pı — 2) j Eee 7 rel a 
Hierin ist nefniN=2-+c, npdBetnt—z—e. 


In Abb. 20 sind nun die Köpfe der Profile, die nach diesen Veriahren errechnet 
wurden, aufgezeichnet. Um einen Vergleich zu gestatten, mußten die einzelnen Profile 
gleiche Länge und Dicke haben. Das kann man nur dadurch erreichen, daß man die 
kennzeichnenden Größen für die einzelnen Abbildungen durch Probieren festlegt. Die 
Druckverhältnisse sind nur an der Saugseite untersucht, weil nur dort Ablösungs- 
erscheinungen auftreten können, und nur für kleine Winkel ?= 0°, 2°, 4°, 6’ und 8°, 
wie sie bei Turbulenz- und Regulierungserscheinungen auftreten. Abb. 20 läßt deutlich 
den Wert einer richtigen Abrundung der Vorderkante erkennen. Es ist die Größe des 
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< in Abhängigkeit von dem Verhältnis n für die verschiedenen Profile 
0’ min c 


und Anströmwinkel aufgetragen. Das Verhältnis f/?2e — die Bedeutung der Größen ist 
aus dem Vorhergehenden ersichtlich — gibt ein Maß für die Krümmung der Profile. Die 
Kurven zeigen, daß sich die Abrundungen I, II und III für die Winkel ?—= 0° und 2° 
ziemlich gleich verhalten, besonders bei größeren Verhältnissen //2c, die überhaupt eine 
Verminderung des Einflusses der Ausbildung der Schaufelvorderkante zur Folge haben. 
Für #?= 6° ergibt sich, daß die Abrundung I für diese Winkel schon zu klein ist. Die 
Kurve zeigt eine andere Tendenz. Diese ist bedingt durch die bei diesem Winkel auf- 
tretenden Unterdruckspitzen, die den sonst auftretenden Unterdruck beträchtlich über- 
ragen. Bei Profil II und III treten diese erst bei %?=8?9 auf und auch hier in geringerem 
Maße wie bei I. Das Profil III ist das mit der günstigsten Abrundung der Vorderkante. 
Zu dem gleichen Resultat kommt man bei der Betrachtung der Abb. 21, wo die Abhängig- 
keit der Lage des Druckminimums X/L (L = Gesamtlänge des Profiles) von dem Verhält- 
nis //2c bei den verschiedenen Anströmwinkeln aufgetragen ist, Auch hier wechselt die 
Tendenz der Kurve, sobald sich Anzeichen bemerkbar machen, daß die Druckkurve eine 
Spitze hat. Je spitzer das Profil, desto schneller rückt bei schiefer Anströmung das Unter- 
druckminimum zur Vorderkante, um beim ausgeprägten Auftreten einer Spitze dauernd 
in ihrer Nähe zu sein. Die Konturen IV und V kommen für praktische Ausführungen 
auch nicht in Frage, da bei jedem Anströmwinkel die Unterdrucke schon bedeutend höher 
sind als bei Profil III. 

Vergleicht man nun die errechneten Halb- und Ganzprofile, so sieht man, daß die 
Kontur Nr. 12, die bei den Halbproiilen als günstigste erkannt wurde, an der Vorder- 
kante genau mit dem (sanzprofil IIL übereinstimmt, das in bezug auf die Druckverteilung 
bei kleinen Anströmwinkeln die günstigsten Resultate liefert. Bedenkt man nun noch, 
daß die Wasserturbinenschaufeln eben mit Rücksicht auf die auftretenden Unterdrucke 
auf der Saugseite nur eine geringe Krümmung aufweisen dürfen, die wegen ihrer Klein- 
heit sogar gestatten dürfte, den ersten Teil der Schaufel als Halbprofil mit gerader Achse 
aufzufassen, so würde eine Ausbildung des Schaufelkopfes nach Profil Nr. 12 als zweck- 
mäßig erscheinen. Die richtige Abrundung der Vorderkante gewährleistet, wie Abb. 20 
und 21 zeigen, daß bei den durch die Turbulenz- und Regulierungserscheinungen be- 
dingten kleinen Änströmwinkeln keine gefährlichen Unterdruckspitzen auftreten, während 
die Ausbildung hinter der Spitze einen möglichst flachen Verlauf. des Unterdruckes aych 
bei dem normalen stoßfreien Eintritt verbürgt. | 901 


Unterdruckes ( 


Die Beeinflussung von Grenzschichten durch Temperaturfelder. 
Von J. SCHMEKEL in Greifswald. 


n einer früheren Arbeit!) war .die Störung der erzwungenen Kühlung durch die freie 
berechnet worden. Hierbei konnten die Stromlinien der freien Konvektionsströme obne 
Beschränkung die erzwungene Strömung stören. Dort war schon angedeutet, daß man 

diese Erscheinung auch vom Standpunkt der Prandtlschen Grenzschichttheorie ansehen 
kann. Wir werden diese Erklärung immer dann bevorzugen, wenn die Einwirkung sich 
nır auf das Gebiet der Grenzschicht erstreckt, ohne daß erhebliche Massentransporte durch 
Dichteunterschiede bis zum Kern der Flüssigkeitsströmung hindurchdringen. Die Er- 
scheinung, die zunächst damit erklärt werden sollte, war kurz die, daß unter gleichen 
äußeren Strömungsbedingungen die Wärmeübertragung von der Wand an die Flüssigkeit 
schwerer erfolgt als umgekehrt, was ich auf eine Veränderung der Grenzschichtdicke 
durch das 'T'emperaturfeld zurückführte. 

Im folgenden will ich nun genauer dieses Problem behandeln und — soweit mög- 
ich — mit den vorliegenden Experimenten vergleichen. Diese wurden von Stanton‘), 
Soennecken?) und Stender') an Rohren in Wasser gemacht. Es handelt sich hierbei 
um eine kleine Weiterbildung der von Prandtl bzw. v. Kirmän aufgestellten Sätze, die 
schon von Latzko°) benutzt wurden. Dieser vernachlässigt aber von vornherein eine 


) J. Schmekel, Zeitschr. f. techn. Phys. Bd. 9 (1928), S. 49. 
*) Stanton, Trans. Roy. Soe. Lond. (A) 190, 67, 197. 

») Soennecken, Dissertation Teebn. Hochschule München. 

'), stender, Wärmeübergane, Berlin 1923. 

’) Latzko, Diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 268. 
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Abkühlung, die auf Grund von freien Konvektionsströmen einsetzt. Wir beschränken 
uns zunächst auf die Abkühlung eines heißen Rohres. Hieran sind von Nußelt die 
Unterschiede der beiden Kiühlungen Wand — Flüssigkeit und umgekehrt zusammengestellt. 


1. Wärmeabgabe eines heißen Rohres an eine kalte Flüssigkeit bei 
axialem Strom. Wir beabsichtigen im folgenden keine Neudurchreehnung des gesamten 
von Laatzko bereits behandelten Problems, sondern beschränken uns auf die Verände- 
rungen der Grenzschicht der Anlaufstrecke. Dies wird den experimentellen Verhältnissen 
am besten entsprechen. Eine Berechnung der gemessenen Wärmeabgabe liegt nicht im 
Rahmen der Arbeit, da die grundlegenden Impulsbetrachtungen noch nicht auf tropfbare 
Flüssiekeiten übertragen wurden. Wir ergänzen also den l,atzkoschen Ansatz und 


BEER. ni EEE , 2 .2 (2r6 ö°) 7 ru + Ta... MM 
e dz dz 
Hierin bedeuten, wie bei Latzko: 
das durch den Querschnitt der Grenz- y — Abstand von der Rohrwand, 
schicht sekundlich strömende Volumen, z — Koordinate der Stromrichtung, 
J— den sek. Transport von Impuls der p °* Druck, 
Stromrichtune durch die Querschnitts- 7”, = Schubspannung an der Wand, 
fläche, o — Dichte, 
U —= Geschwindigkeit der ungestörten Strö- 4 — Erdbeschleunigung, 
mung, r — Zusatzglied, 
u —= Geschwindigkeit in der Grenzschicht, (-- Wärmeübergangszahl, 
» — mittlere (Geschwindigkeit über den U — Tl'emperaturdifferenz 7 #; 
(Juerschnitt, B 8.87, 
0 — Dieke der Grenzschicht, « — Aenderung der Dichte und der Tem- 
r hadius des Rohres, peratur 7". 


zr wählen wir so klein, daß die Hauptströmung nicht merklich gestört wird. Es 
ist eine Krait pro Flächeneinheit und soll hier die Auftriebskraft bedeuten. Aus dem 
Ansatz: Auftrieb gleich Volumen, multipliziert mit dem Unterschied der spezifischen Ge- 


wichte, folet ohne weiteres: 


= HT A er: ° 
7T 


Hierbei bedeutet /(7') den Temperaturverlauf in Richtung von y. Dieser ist von Latzko 
für die ungestörte Bewegung bereits ermittelt. Er läßt sich in erster Näherung schreiben 
durch 


Bi, 
Zn %(7) J1,112 00x19 (| ee © ° 


In zweiter Näherung ändert sich prinzipiell nichts, die Rechnung wird nur weit- 
läufiger. Man erhält dann für das Zusatzglied: 


1 ER ii 0/7 1 0° : 
7 — goa (7, 13) ( — m - we ei Sr 
TU r 7 15 r 
Durch den Zusatz ändert sich ja 6, aber unter geeigneten Bedingungen — wie z.B. 
kleiner l’emperaturdifferenz — wollen wir annehmen, daß in erster Näherung die Ge- 


schwindigkeitsverteilung nach dem von v. Kärmän') aufgestellten Geschwindigkeitsgesetz 
mit der Potenz '; dargestellt werden kann. Damit nehmen wir gleichzeitig die dabei 


benutzten Grenzbedinpgungen in Kauf, daß v=0 für y=0 und v—TV, Vvu/oy=% für 


y=Ö sei. Wir rechnen nun genau so wie Latzko und benutzen dessen Gleichungen 
(23), (24), (25a), (26) und (27). Damit läßt sich dann (1) auf die Form bringen, wenn 


man O/r == setzt: 


| aa | 

bt ,; 100 ,, Ei 616% EI), 

(345 ° 6° 207° 69) Ä 
ds 


23284 165) 
8 \7/ I T TB\h jr (a —22E + 165)\ 
= |, ( gr ) En ° 1 + ar | ( er ) dz (5), 
’B Ind: v4 2 0 l 165 v 


) v, Kärmän, Diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 233, 
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Wenn wir noch durch den Klammerausdruck (l-+....) dividieren, können wir 
schon das gesuchte Resultat ablesen. Die Gl. (5) sagt nur, daß zu einem bestimmten 
Wert von z ein Wert von S und damit von ö gehört, der sich aus dem regulären durch 
Division mit einer Zahl (1 + m/n) gewinnen läßt. Damit wird aber das zugehörige ‘ 


vergrößert. Wir können nun die Klammer auf der linken Seite der Gleichung in 


I + m/n 
eine Potenzreihe entwickeln und mit dem ersten Gliede abbrechen. Dann geht (5) über in: 
g 64 ,„„ 100 ,, 206, 616] er), 
0345 69 207 sy’ Ff r ra (165 Wa 1z: 
z & 1 — ds—=92raz 6), 
1 5° — 22 5 + 165)” L o-a(4 2 — 228 + 165)" 


- 'e) 14 v 4 1 . 
wobei a=|[_ -( ) gesetzt 1St. 
TB 165 n/a 
Wir wählen nicht die Methode von Laatzko, der die Lösung in eine Reihe nach 
"’otenzen von z entwickelt, sondern integrieren gliedweise. Es ergibt sich, wenn man 
ausdividiert und integriert, für das erste der beiden Teilintegrale 
T —= 0,012077 Eu 4 0,0003703 &°%ı — 0,0008592 £" 4 Er e ; ; ; 


as zweite Integral wird, wenn man noch z aus (2) einsetzt, nach Entwicklung und 
Integration 
A m Pe „" ıB 37 PB u / 
e = 39) ° x ( "(69,8 5 wen 0,7666 En), 
7 S.165v i 
Damit erhält man also insgesamt: 


ei 13 / 


3 ’ vu 
s 4 — 0,00083925 4 


.) 


00120778 + 0,0009 
a... ur eh 7B 

Eine Diskussion dieser (rleichung zeigt uns zunächst, daß bei Nichtberücksichtigung 

der Ausdehnung und damit des Auftriebs («= 0) die Latzkosche Lösung herauskommt, 
allerdings in einer Reihe für $&. Ferner sehen wir, daß Z um so größer wird, je größer 
die Ausdehnungsfähigkeit der Flüssigkeit und je größer die Temperaturdifierenz zwischen 
der Wand und dem Ende der Grenzschicht ist. Mit wachsendem Radius muß die Störung 
und damit die Grenzschichtdicke ebenfalls größer werden, dagegen nimmt sie für 
wachsendes » und wachsende mittlere Strömungsgeschwindigkeit ab. Wenn nun die Rohr- 
wand kälter ist als die Flüssigkeit, so kehrt sie im Ansatz das Vorzeichen von 7 um und 


‘ 

Ä 2 

IM e2; w37/ ea a s\ 1” 2 | 

) (43,39 8" — 7,724 891) — ko, ne ) N 
I) UV 7 


’ 165 Ü ‘ > 4 


die ganze Rechnung erfolgt ebenso, so daß nur am Ende in (8) +- ya’ statt — ya’ steht. 
Den gleichen Erfolg hat übrigens auch eine Umkehrung des Vorzeichens von 7ı — Th, 


da ja rein formal der Unterschied tatsächlich nur in einer Umkehrung des Vorzeichens 
der Temperaturdifferenz beruht. 

Die ganze Rechnung kann nur für Gase ausgeführt werden, da bei tropibaren 
"lüssigkeiten die Kohäsion berücksichtigt werden müßte. In den beiden folgenden Zahlen- 
tafeln sind daher für Luft für bestimmte Z die Werte von z für ein Rohr von 17 mm 
Durchmesser und eine mittlere Strömungsgeschwindigkeit von 0,5 m/sec berechnet. Die 
Teinperaturdiiierenzen sind dabei von 5 bis 60°C variiert, wobei aber bemerkt werden 
muß, daß die hier verwandte Näherung für die hohen Werte kaum ausreicht. In den 
Zahlentafeln ist der Fall der wärmeren Wand durch ‚ der der kälteren durch + und 
der ohne Berücksichtigung des Auftriebs durch 0 bezeichnet. 


Zahlentafel 1. 











AT = 10°, 2 

& . 0 N 

| 0,2948 0,3775 0.4602 
0.4 0,0869 0,1041 0.1213 
0,3 0,076 0,0917 0,0958 
0,2 0,0487 0,0551 0,0615 
0,1 0,0229 0,0232 0,0235 
0,01 0.0013 0,0013 0,0013 
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Zahlentafel 2. 














un 2 nn 
IT| E= 0,01 0,1 0,2 0,4 l 0,01 0,1 0,2 0,4 1 
„ 0,00130353 0.024453 0,05542 0,1354 0,4186] 0,0013027 0,02201 0,05514 0,1268 0,336 
20 0,0013041 0.02784 0,05584 0,1485 0,5428] 0,0013019 0,01860 0,05472 0,1137 0,2118 
>30 0,0013046 0,03035 0,05611 0,1572 0,6256] 0,0013014 0,01609 0,05444 0,1050 0,129 
0 0,0013053 0,03274 0,05640 0,1653 0,6883 5 0,001300S 0,01370 0,05416 0,0961 0,0663 
50 0.0013062 0,0374 0,05695 0,1530 0,5743 1 0,0012998 0,00896  0,05361 0,0792 


Um einen Ueberblick über die Verhältnisse zu gewinnen, wie sie durch unser 
Zusatzglied geschaffen sind, bestimmen wir durch Zeichnung den mittleren Potenzexpo- 
nenten. Wir erhalten dann eine Kurve von der Form z = T".£°”, Aus Zahlentafel ı 
ergibt sich im Mittel » — 1,3. Aus Zahlentafel 2 ergibt sich für = 0,2 m = 0,03, für 
<S—0,4 m—=0,1. Natürlich ändert sich auch n mit verschiedenen Störungsstärken in 
gleichem Sinne. Die hier angegebenen Werte gelten für die geringsten hier angegebenen 
Temperaturdifierenzen. Wenn wir nun den Fall der heißen Wand mit dem der kalten 
vergleichen, so wird die gegenseitige Neigung etwa doppelt so groß werden, d.h. wir er- 
halten für 5= 0,4, m — 0,2. Zur angenäherten Berechnung der abgegebenen Wärmemenge 
bestimmen wir nun durch Zeichnung aus der Formel (37a) von Latzko die mittlere 
Potenz der Aenderung von « mit &. Die Formel lautet: 


‚\ı/ 
= 1,340 v- C-( ) x 


vl 
1,143 — 0,032 & + 0,00148 81,6 
152 — 22 8 — 165°. Ela - {1 — 0,133 E + 0,024 &? + (0,00148 &365 — 0,032 HH - (0,52 &E — 0,143 &° 
Es ergibt sich für den betrachteten Bereich £ = 0,1 — 0,4 die Potenz — 0,2, für 
den (resamtbereich die Potenz — 0,19. In dem Wärmeübergangskoeffizienten wird sich 


das Zusatzglied in der Weise geltend machen, daß die vorher von der Temperaturdiiferenz 
unabhängige Wärmeübergangszahl jetzt, wenn auch nur sehr wenig, von der Temperatur- 
differenz abhängig wird. Es ergibt sich an der Stelle $ = 0,2, @«v 79%", für S— 01, 
«v» 7%", Wenn wir die gleichen Abhängigkeiten für tropfbare Flüssigkeiten annehmen, 
dann gelten die gleichen Potenzabhängigkeiten für Temperaturen, die um 1,7 mal größer 
sind. Diese Annahme ist sicher nicht richtig und soll nur zur rohen Orientierung dienen. 

l’eber diese Abhängigkeit der Wärmeübergangszahl von 7, — 7% lagert sich nun 
des weiteren die schon von Nußelt') herangezogene Abhängigkeit der Flüssigkeitskon- 
stanten von der Temperatur. Hierbei sind Mitteltemperaturen einzuführen, wie dies z.B. 
von Schack oder von Nußelt geschehen ist. Auf diese hat man die Flüssigkeitskon- 
stanten zu beziehen und nur bei ihrer Aenderung wird sich eine Abhängigkeit der Wärme- 
iibergangszahl von der Temperatur aus diesem Grunde bemerkbar machen. Für die hy- 
drodynamisch ausgebildete Strömung ist nach Schack die Mitteltemperatur zusammen- 
gesetzt aus der Wandtemperatur 7‘. und der Flüssigkeitstemperatur 7, in dem Verhältnis 
T„= us T4a+'s T% Wir sehen also, daß sich eine Aenderung der Wandtemperatur nur 
mit etwa 10 vH ihres Betrages in der Mitteltemperatur bemerkbar macht. In diesem 
Falle wird die Aenderung der Flüssigkeitskonstanten mit der Temperatur nur wenig in 
Frage kommen, anders dagegen, wenn die Flüssigkeitstemperatur selbst geändert wird. 
llierfür können wir wieder mit mittleren Bruchpotenzen rechnen und annehmen, daß sich 
z. B. vr ändert nach der Formel r — r, : 7” usw. Dann ändert sich für Luft der konstante 
Faktor in (4) wie Z="""!, für Wasser dagegen wie 7%1"", 

Man kann wohl kaum für unendlich kleine Temperaturdifferenz Wasser — Itohr die Ab- 
weichung erklären. An dieser Stelle liegt ein Unstetigkeitspunkt, denn für die T'emperatur- 
differenz Null ist natürlich auch «=0. Die Extrapolation veranschaulicht aber sehr 
deutlich die bestehenden Unterschiede Rein «ualitativ können wir erkennen, daß die 
Unterschiede in. @ um so größer werden, je kleiner die Geschindigkeit und je größer die 
Temperaturdifferenz ist. Die erste Folgerung sehen wir bei den Versuchen von Stender 
bestätigt beim Vergleich der Versuchsreihen bei der Wassertemperatur von 70°, dagegen 
widerspricht der Versuch bei der Wassertemperatur von 40°. Die Abhängigkeit von der 


Temperatur ist nur gering, sie ist aber doch an allen Versuchen erkennbar. Mit dieser 


) W. Nußelt, Festschrift der Technischen Hochschule Karlsruhe, 1925. 
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Methode ist dagegen die Zunahme der Unterschiede mit der Flüssigkeitstemperatur un- 
erklärlich. Diese wird man wohl mit Nußelt als Funktion der Temperaturabhängigkeit 
der Flüssigkeitskonstanten ansehen müssen, wobei aber das Zusatzzlied nicht vernach- 
lässigt werden darf. Es kommt dabei in unserer Formel « und »"ı vor. Es zeigt sich, 
daß «= 797° und vs 779%?" go daß aus «'/r"s eine Zunahme des Störungsgliedes mit 7 
resultiert. Außerdem ergibt sich von der rechten Seite von (8) eine Temperaturabhängig- 
keit von $& im ganzen. Schließlich verändert sich C'- »"s, also der Faktor der Flüssigkeits 
konstanten in «, direkt mit 7. Beide Aenderungen liegen in gleichem Sinne. Wir können 
sie aber nicht näher auswerten, da die schon lange angekündigte Uebertragung der 
l,atzkoschen Rechnung aui tropfbare Flüssigkeiten noch nicht erschienen ist. (ualitativ 
können wir also die Versuche von Stender erklären bis auf den Versuch mit » = 1,545 m/sek 
und 40° Wassertemperatur. Dieser fällt ganz aus dem Rahmen der drei anderen heraus. 

In gleicher Weise lassen sich auch die Versuche von Stanton und Soennecken 
deuten (vergl. die entspr. Kurven von Nußelt). Hierbei hat man nur zu bemerken, daß 
der Temperaturunterschied bei verschieden hoher Absoluttemperatur immer konstant ist. 
Dies war bei den oben erwähnten Messungen von Stendernicht der Fall. BeiSoennecken 
kommt außerdem noch dazu, daß seine Versuche durch eine noch ungeklärte Ursache, 
die hier geeignet berücksichtigt werden müßte, größere Abweichungen von der Theorie 
zeigen. Diese liegen darin, daß der Wärmeübergang im rauhen Rohr gegen die theore- 
tischen Anschauungen und die Experimente anderer Forscher einen kleineren Wert er- 
gibt als im glatten. 

Wir haben hier wie es scheint vier Faktoren, die zur Erklärung des Phänomens 
beitragen und die, falls eine zahlenmäßig genaue Theorie für tropfbare Flüssigkeiten 
vorläge, gegeneinander abgeschätzt werden könnten. Es sind dies 1. die Temperatur- 
differenz Wand — Flüssigkeit, die als solche das Zusatzglied bedingt, 2. die Temperatur- 
abhängigkeit der Konstanten des Zusatzgliedes und der von $ im ganzen, 3. die Temperatur- 
abhängigkeit der Konstanten in «, 4. der Strömungszustand, d. h. der Uebergang von 
hydrodynamisch unausgebildeter zu ausgebildeter Strömung. 

Für die Technik kommen die Unterschiede scheinbar weniger in Frage, da nur 
die drei erwähnten Autoren darauf eingehen. Die immerhin nur kleinen Difierenzen 
lassen sich nur schwer eindeutig messen, so daß die, vorliegenden Versuche kaum schon 
endgültige Zahlenwerte darstellen dürften. 


2. Wärmeabgabe einer Platte im turbulenten Strom. Genau so wie in 1 
kann man die Rechnungen für die Ebene durchführen. Die Einzelrechnungen werden 
hier sogar noch einfacher. Wir setzen wieder voraus, daß die Störung so klein ist, daß 
der Exponent der Geschwindigkeitsverteilung sich nicht ändert. Dies ist nicht so leicht 
zu befürchten, da er über ein weites Gebiet der Parameter gilt. Unser Ausgangspunkt 
ist wieder die Impulsgleichung. Sie lautet hier 


ö ö Ö 
E_ ; EEE [? \ j in Ä 
feuay-—! leuday- — 0,0225 0 u: ( )+ [sea T(y)dy. (10), 
de, \ d», U0 ” di 
0 v 0 


wobei das letzte Glied den Auftrieb angibt. Ist die Platte kälter als die Flüssigkeit, so 
tritt nur das entgegengesetzte Vorzeichen vor dem letzten Gliede aui. Die Variablen lassen 
sich trennen und man erhält leicht die Form 


Oıdad h 
a (11), 
1+aod’ı 
wenn mar zt l ya 9% U 12 .„ (v\ 
n man set ad ( \=a, 72.0.0225 a‘ 
8 0,0225 U* v 7 U 


Diese Gleichung können wir auf zwei verschiedene Arten integrieren. Entwickelt man 
(1 + a ö6%4)=! binomisch und bricht mit dem quadratischen Gliede ab, so erhält man nach 
Integration einen Ausdruck, an dem man leicht die Veränderungen gegenüber dem un- 
korrigierten Ö feststellen kann. Man findet nämlich die Gleichung 


$°/; nd 217, ww a’ 515/ "Dr (12) 
Alam oO 4 ( za ) a ö F , ’ 2 . | 21 
2 3 4 
Man kann natürlich ö auch in einer Reihe in x schreiben. Dann ist 
14 /_ 


h 556,% 2 5b\/s _. 23 ,155\"5 
= (*,) Xi + al) x + a" ) Su 37 
4 5 4 150 4 
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Bei umgekehrten Vorzeichen, d.h. bei kalter Wand und heißer Flüssigkeit lautet Gl. (12) dann: 


«) 


2 
EINS PR Vu ’ Be 3 oe ee 


SW 


Wir können auch hier wieder den gleichen Schluß wie oben ziehen, daß ‚die heiße Wand 
eine Verdickung der Grenzschicht hervorruft und dadurch den Wärmeübergang verkleinert, 
während eine kalte Wand gerade umgekehrt wirkt. Kinetisch ließe sich das vielleicht 
dadurch erklären, daß durch den größeren mitgeteilten Impuls beim ersten Falle die 
Geschwindigkeit erhöht wird und diese die reguläre Stromgeschwindigkeit unterdrückt. 
"ür die Verhältnisse in l,uft nehmen die Reihen folgende Koeffizienten an, wenn U[=5m/sek 
und 7 T'; 10° ist. 
öı + 1,1632 644 1,8059 04 = 0,0875) % Er Are ER 


Mit diesen Werten ergibt sich folgende Abhängigkeit '): 














Zahlentafel >». Zahlentafel 14. 
x, IT= 10° c=f(T), db=0,l 
A) — 0 _ 
0.4 O.HNS V,H04 10 0,688 0,604 
0,2 1,314 1.339 20 0,741 0.573 
0,4 11,606 8,918 30 0,91 0,549 
10 0,869 0,533 
60 0,026 0,522 
T, T 0m ar0.12 | e; 
\us letzterem folgt dann aus dem Fall a ROOT En Stelle der nach Kärmän 
vv I u : 
gegebenen Funktion 6 = x‘. Aus der zweiten Zahlentafel folgt für ö6- 0,1 eine Ab- 
hängigkeit für den ersten Fall 3-01 = -/ T”! und für den zweiten Fall @u 0,9 = IT", 


Versuche in dieser Riehtung sind nicht zum Vergleich geeignet. 
Ein anderer Weg zur Integration von (11) ist die direkte Integration der linken 
Seite. Es ergibt sich hier für den Fall 1 das obere, für den Fall 2 das untere Zeichen. 
) 2) 
2-1; 
. llog(ı+0hla) — >rlog(1 — 2ÖöhJacsa” +öhlao))=br. 
J«(ı 1 .) 


) 


3. Berücksichtigung der Grenzschichtänderung. Wir wollen die obige 
Spezialformel nicht näher untersuchen, sondern bei folgendem etwas allgemeinerem Falle 
stehen bleiben. Wenn wir die Störung im obigen Ansatz auch klein machen, so muß 
doch, wenn man nicht in der ersten Annäherung stehen bleibt, durch die Aenderung 
von 0 auch die Geschwindigkeitsverteilung in der Nähe der Wand geändert werden. In 


diesem Falle läßt sich (11) umformen durch die Substitution z = Ö':V « zu der Form 
"eld: re . R : . - R r 

. Unter obiger Annahme sind nun hier die Exponenten wieder variabel 4 -+ €, 
li +az 


o-+#, Das Integral kann man wie oben auswerten nach dem allgemeinen Schema 
*) ,, N 1 


gm] ., log (1+z | pi 5 mrı(2x —1 2x —1 2 
= [— 1 +! - D>% cos log(1— 22cos 2+2?) 
l+az’"r! 2n+]1 2n+l ı Zn+1l 2n+l 
(2 x in 
) en Hl mrı 2% 1) a In+1 
2 MM 2% Z - . 
N >% sin - arctg (15), 
Zn+1l | 2n-+1 i2x 1) rn 
sin 
2zn—Ll 


Wenn wie oben die konstanten Exponenten 4,5 vorkommen, so fällt der letzte 
. ri mi?x% -1) r . 1 
Summand wegen sin lan 0 fort. Im allgemeinen bleibt aber das letzte Glied stehen. 
an-+ 
Wir geben damit zum Ausdruck, daß nicht mehr das Gesetz des Druckabfalls erhalten 
bleibt, sondern daß sich der Nenner des Exponenten ändert. Unter dieser Voraussetzung 


kann man die Gleichung unter Benutzung von (15) ausführlich schreiben. 


) Das Zeichen beteutet die heiße Wand. 
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ne ) r . 
2 dz } - 1 +2 1 ten ST 
= (— 1)’78  jog {1 |cos - log (1 22008 -2 
/1+a2?"r! 5 +2: 5 + 28 +28 + 2: 
(+ed)3än ) sn . Pr 2 ra: (54 I 
—+- c08 log (l 22C0S_ +2°)+...)+. ‚sin 
+28 5 +28e + 28 ) 2e 
T an 
z vos z vos 
| 5+26: +08 5 +34 i 
.arcig + sin >. arcig - feige T yirı % ERBE, 
TI + 22 z o TI 
sin sin 
) DE +2 
Da | | ix ze 
arctg x: log u Ge De er SEE 
2i 1 2 


ist, läßt sich die linke Seite der Gleichung formal schreiben 
| 


+) 


MR: He") eh... 2.2.2.0. (il). 
1 i:r 
Hierbei bedeuten // R(z) ein Produkt reeller analvytischer Funktionen von z, der zweite 
Faktor die ?2’-te Wurzel aus einem Produkt linear gebrochener komplexer Funktionen. 
Rechts ist 2% (x) eine rationale Funktion von x. Diese transcendente Gleichung ist in 
höchstens vom zehnten Grade. Für z ergibt sich dabei eine rationale Funktion von 
R, (x) mit komplexen Koeifizienten. In diesen kommen a und Db, d. h. die Versuchs- 
parameter vor. Aus dieser Koeflizientendarstellung ergibt sich also für die Stelle & der 
Platte eine Mehrdeutigkeit der Größen ? bzw. 6. Andererseits ist ö6, da man die kom- 
plexe Funktion auch als trigonometrische schreiben kann, eine periodische Funktion der 
"lüssigkeitsparameter und der Stelle &. Hieraus können wir also auf Wirbelbildung resp. 
Ablösung an einer ideal glatten Wand schließen. Man hätte diesen Schluß vielleicht auch 
aus (16), wenn auch nicht mit derselben Sicherheit, direkt ziehen können. Wenn man z 
stetig ändert, so ändert sich auch log/(z) und arctg fi (z-+.«,) stetig, dann muß aber 
(2-+ a.) die Werte -- © annehmen, sobald arctg (z + a.) die Werte -- 7/2 erreicht. 

Hier erhebt sich nun die Frage, dnrch welche Zusammensetzung einfacherer Kurven 
sich die Kurve der Gl. (11) darstellen läßt. Die nächstliegende Vermutung ist die schon 
oft angenommene Voraussetzung von elliptischen Wirbeln, die an der Wand abrollen. 
Hier rollen diese Wirbel an der Grenzschicht ab. Die Durchführung dieses Gedankens, 
d.h. die Aufstellung der Differentialgleichung auf Grund dieser Voraussetzung, ist aber 
zu schwierig und wir wollen versuchen, einen besonders einfachen Fall zu behandeln, 
nämlich das Abrollen von Kreiswirbeln an der Grenzschicht. Dieses Abrollen an der 
Wand selbst ist kürzlich von Lorenz!) auf (rund ganz anderer Voraussetzungen er 
halten worden. Ganz allgemein haben wir dann also folgendes System von Gleichungen 
aufzulösen. 


y= F (x) y=B» D- rien en, 5 (19), 
r= f 4) Fr U a Eee et (20 ), 
ra 1y| (| dg\° dy\’ 
is nu t (} ! \ —- ; ’ 4 — ( . 21 

R er y) dx | h (’ dr | er * F r . j £ z ); 
ü ıd 
$—-2)+(m—y) 2 Be SR EL; übe Er me Sin at A EEE 

ds 


Hierbei ist die erste die Gleichung der Rollfläche, (20) die des rollenden Gebildes, (23) 
die Gleichung der gesuchten Kurve. 
Wenn man y?—=r setzt, kann man diese Gleichungen auch zusammenfassen zu: 


jet q ‘ 7 [77 2} *) [77 25° 
>’ + rt — 2a 20° — 2a ”+a’n?=a?’(r! — we dam (24). 


2 


11) * «DD 


Hierbei ist „ mit r und 7 verknüpit. Wenn man statt » die andere Koordinate 5 ein 
führt, so erhält man: 


I) Phys. Zeitschr. 1927, 8. 1 
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Beide Gleichungen lassen sich nicht allgemein auflösen. In dritter Näherung er- 
gibt sich für kleine ' aus (24) die Lösung: 


f 1 y2 AL 3 2ar 
7 | z [+73 ‘sin „ aro sin 
Vn-V2-Va 


1 2 7 2° 1 dar > (2anı\!'a 25 2anm\”a 
y-—+ - .- - g == a P-__ ) | )- 


Man kann nun auch diese Potenzreihe in eine andere umschreiben, die auf dem 
Anfangsglied 7'*° aufgebaut ist und gewisse andere Koeffizienten hat. Damit würde sich 
dann eine Annäherung an die obige Formel ergeben. Die Schwierigkeit ist durch die 
anfangs eingeführte Bruchpotenz bedingt. 


Genau so läßt sich der Fall behandeln, wenn die Flüssigkeit der wärmeabgebende 
Körper ist. Es ändern sich nur die Vorzeichen. Damit ist dann im allgemeinen eine 
Veränderung von Ö gegeben, wie wir sie schon im Abschn. 2 konstatierten. Damit scheint 
zunächst erwiesen, daß eine turbulente Flüssigkeit durch ein zur allgemeinen Bewegungs- 
richtung geneigtes Temperaturfeld noch turbulenter wird; andererseits ist aber auch die 
Wirbelbildung an einer ideal glatten Wand als möglich hingestellt. 


4. Der laminare Strom mit Temperaiurgefälle, Nach den Bemerkungen des 
vorigen Abschnitts liegt es nahe, an eine wenigstens qualitative Beschreibung der Tur- 
bulenzentstehung zu gehen. Nach der Schloßbemerkung des vorigen Abschnitts findet 
eine Verstärkung der Turbulenz statt, wenn die Flüssigkeit wärmer ist als das Rohr. 
Genau so, wie dies für die turbulente Fiüssigkeitsbewegung abgeleitet wurde, kann man 
es auch für einen anderen Exponenten der Geschwindigkeitsverteilung, z. B. also für den 
der laminaren, ableiten. Nun wird auch bei vollkommen gleicher Temperatur der Flüssig- 
keit und der Wand die Flüssigkeit durch die innere Reibung etwas wärmer (vergl. 
l,atzkos Abschätzung). Diese Temperaturdiffierenzen können sich nur bis zu einer be- 
stimmten Höhe nebeneinander stabil erhalten und werden bei größeren Differenzen einen 
Ausgleich durch Konvektionsströme suchen, nachdem die Leistungsfähigkeit der reinen 
Wärmeleitung aufgezehrt ist. Die Konvektiynsströme transportieren also Impuls vom Rohr 
an die Wand. Ihre ungeordnete Verteilung ist wohl nur statistisch erfaßbar. Diese Er- 
klärung stimmt also mit der schon von A. H. Lorenz gefundenen Tatsache überein, daß 
in der Flüssigkeit selbst die Impulsmenge entsteht, die eine Durcheininderwirbelung der 
Stromfäden hervorruft. Andererseits stimmt sie mit der von King gegebenen darin über- 
ein, daß Dichteänderungen ihre Ursache seien. Der Unterschied beider Auffassungen 
besteht aber darin, daß King in einer sehr kurzen Bemerkung die Kompressionen und 
Dilatationen durch Schallwellen zar Erklärung herangezogen zu sehen wünscht, während 
hier die Ursache in der verschieden starken Wärmeentwicklung gesucht wird. Wenn 
also die reine Wärmeleitung nicht schnell genug einen Ausgleich der Temperaturen herbei- 
führen kann, wird zunächst ein sehr schwacher Konvektionsstrom zwischen den einzelnen 
Flüssigkeitsschichten einsetzen. Fr verändert die Geschwindigkeitsverteilung nur an den 
Stellen, an denen er augenblicklich auftritt, so daß wir die z. B. von King beobachtete 
statistische Verteilung der Abweichungen von der parabolischen Veıteilung erhalten. Da- 
durch tritt aber eine Vermehrung der Reibung und dadurch eine verstärkte Wärme- 
erzeugung auf, die nun wieder ihrerseits zum verstärkten Ausgleich drängt. Schließlich 
wird die Stärke der Impulsübertragung so groß, daß die Geschwindigkeitsverteilung ge- 
ändert werden kann. Damit ändert sich natürlich auch die Dicke der Grenzschicht. Wir 
gewinnen also ein Kriterium für den Grenzwert der laminaren Schicht, wenn wir be- 
denken, daß in ihr durch Wärmeleitung die von innen kommende Impulsmenge an die 
Wand übertragen wird. Somit ist also die Geschwindigkeitsverteilung nicht beliebig ver- 
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änderlich, sondern es wird sich eine, wenn auch dinne laminare Schicht immer halten 
können !). 

Es kann hier nicht eine genaue Berücksichtigung aller vorkommenden Eiiekte 
möglich sein. Wir wollen uns nur vergewissern, ob größenordnungsmäßig die heran- 
gezogene Erscheinung ausreicht, um die laminare Strömung in die turbulente zu ver- 
wandeln. Wir gehen dazu, wie in den obigen Betrachtungen, von der Kärmänschen 
Integralbedingung aus, die wir der Einfachheit wegen auf eine ideal glatte, unendlich 
ausgedehnte, horizontale Ebene anwenden. Wenn wir nun der Einfachheit wegen an- 
nehmen, daß innerhalb der Grenzschicht eine konstante mittlere Reibungstemperatur er- 
zeugt wird, so finden wir mit dem Ansatz (4) für die Geschwindigkeitsverteilung von 
Pohlhausen die Gleichung: 

ödo ka Eu 


ga And _?r 315 42. 
5) du U 3 
Wir können nun die von Latzko ermittelten Temperaturen, wenn sie auch urspiüng 
lich für Turbulenz gelten, mit den dazugehörigen Geschwindigkeiten in erster Näherung 
einsetzen und den Wert von Ö finden, der zuerst in beträchtlicher Weise gegenüber dem 
ohne T’emperaturgefälle geändert wird. Wir finden dabei für die Verkleinerung der 
Grenzschicht an der Stelle © = 1 die Faktoren: 


U 0,5 1 2,9 100 200 400 mi/see 
1, - 3, 1,1 1,2 1,3 


Wir seben also ein Wachsen der Beeinflussung hier bei der rohen Rechnung bei einer 
(teschwindigkeit von 400 m/sec, also in Luft, für die die Rechnung durchgeführt wurde, 
bei Ueberschallgeschwindigkeit. Damit ist nicht gesagt, daß die Störung auch lleber- 
schallgesehwindigkeit hat. Bei Rohren z. B. zeigt sich der Umschlagspunkt schon bei 
kleineren Geschwindigkeiten. Hierbei ergibt sich die Revnoldssche Zahl zu 2700. Sie 
stellt also eine bessere Annäherung an die wirklich gemessenen Zahlen dar, als die bis- 
her theoretisch bestimmten, die um 300 liegen. Hierzu ist noch zu bemerken, daß zu- 
nächst die Temperaturverteilung innerhalb der Grenzschicht nicht konstant ist, und ferner, 
daß die Wärmeleitung im laminaren Strom wohl nicht vernachlässigt werden darf. Sie 
wird die hauptsächlich in der Nähe der Wand erzeugte hohe Temperatur auszugleichen 
suchen, und somit eine größere Konstanz der Verteilung in der Grenzschicht erstreben, 
die wir ja oben vorausgesetzt hatten. Beide Erscheinungen arbeiten gegeneinander. Trotz 
dem wird die Wärmeleitung eine weitere Erhöhung der Reynoldsschen Zahl bewirken, 
indem sie die störenden Temperaturdifferenzen weiter vermindert. Ferner ist aber noch 
zu beachten, daß der von Anfang an bestehende Einfluß auch bei geringen Temperaturen 
eine Beeinflussung des Strömungsprofils darstellt, in dem Sinne einer erhöhten Wärme- 
erzeugung bzw. Turbulenz, die in unserer Abschätzung nicht zum Ausdruck gekommen 
ist. Wir verstehen hieraus, daß die Turbulenz so plötzlich ansteigt, da eine einmalige 
Störung zur Bildung von Störungsenergie in günstiger Verteilung Anlaß gibt, so daß das 
System nach einem hohen Grenzwert strebt. Besonders stark wirkt eine Störung, wenn 
sie bei geeigneter Geschwindigkeit Resonanzschwingungen der Flüssigkeit anregt. 


Eine exakte Berücksichtigung dieser einzelnen Ursachen führt auf eine recht 
komplizierte Integrodifferentialgleichung, deren Lösung an anderer Stelle mitgeteilt werden 
wird. Es bleibt noch zu erwähnen, daß die vorgeschlagene Erklärung auch mit der 
Kiärmänschen gaskinetischen Deutung der Revnoldsschen Zahl verträglich ist. 


Zusammenfassung. Es werden Beohachtungen von Soennecken und Stender 
über die Abkühlung eines Iiöhres an einen Flüssigkeitsstrom und umgekehrt auf die 
freie Kühlung zurückgeführt und größenordnungsmäßig gezeigt, wie sich die Unterschiede 
auf Grund der l’randtischen Theorie berechnen lassen. Die Art der Flüssigkeitsbe- 
wezung wird diskutiert und besonders für eine glatte ebene Wand gezeigt, daß periodische 
Störungen auftreten. Schließlich wird in großen Zügen ein Kriterium für die Größe der 
kritischen Reynoldsschen Zahl und die Entstehung der Turbulenz durch Eigenerwärmung 
angegeben. 06 

') Hierdurch kann ein Knick im Geschwindigkeitsprofil eintreten, der ein Kriterium für die 
Turbulenz ist. 
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Kinetik pseudoharmonischer Reibungsschwingungen. " 
Von RUDOLF TIEMANN in Erfurt. 


1. Einleitung und Zusammenfassung. Die sogenannten pseudoharmonischen 
Schwingungen, d.h. Schwingungen, bei denen die Restitutionskraft nicht nur von der 
ersten Potenz der Ablenkung x aus der Ruhelage, sondern im allgemeinen auch von 
höheren Potenzen von i abhängt, bei denen die Diiierentialgleichung der Bewegung nicht 
mehr linear ist, bieten der exakten mathematischen Behandlung erhebliche Schwierig- 
keiten. Nur unter Einführung bestimmter Voraussetzungen über die Größenverhältnisse 
der in der Gleichung auftretenden Parameter und über den Gültigkeitsbereich der 
l,ösungen kann man das Problem näherungsweise behandeln. Für den Fall eines 
unsymmetrischen Krafifeldes, d. h. die die Restitutionskraft darstellende Funktion enthält 
Potenzen von ." mit geradzahligem Exponenten, sind die freien, ungedämpiten, pseudo- 
harmonischen Schwingungen von Fr. Richarz’), P. Schulze’), F. A. Schulze*), 
R.v. Förster’) und E. Eichhorn‘) aus Anlaß der theoretischen Untersuchung phvsika- 
lischer Meßinstrumente, wie z. B. der magnetischen Wage, der Drehwage, des Horizontal- 
intensitätsvariometers usw. behandelt worden. Der von ihnen behandelte Gleichungstyp 
hat die Gestalt: 


+ Wr Dax’ —=0. 
Sehr eingehend hat J. Horn‘) die pseudoharmonischen Schwingungen untersucht. Er 
nimmt das Kraftgesetz in Form einer gewöhnlichen l’otenzreihe an und integriert die 
(Hleichungen mit Hilfe eines besonderen Reihenansatzes. Später hat dann G. Duiffing 
den pseudoharmonischen Schwingungen in seiner Monographie: »Erzwungene Schwin- 
gungen bei veränderlicher Eigenirequenz und ihre technische Bedeutung« ") eine ausführ- 
liche Darstellung gewidmet. 

In der vorliegenden Arbeit werden pseudoharmonische Reibungsschwingungen ') 
untersucht, d. h. pseudoharmonische Schwingungen, die durch eine konstante Reibung mit 
endlichem Hafıbereich gehemmt werden. Unsere Aufgabe ist, die Kinetik dieser Bewe- 
gungsvorgänge möglichst vollständig zu entwickeln, soweit es die mathematischen Methoden 
erlauben. Insbesondere werden die maximalen Ausschläge als charakteristisches Element 
diskutiert. Wir legen Wert auf eine analytische Behandlung '’) des Problems, da sie den 
für die experimentelle Untersuchung wichtigen Zusammenhang zwischen den beobachteten 
und gemessenen Größen und den zu ermittelnden Parametern (Konstituenten des Kraft- 
feldes) herbeiführt. In Ermangelung einer strengen Lösung wird die Untersuchung auf 
die Nähe des Hafıbereiches beschränkt. Das soll bedeuten: Wir nehmen einen möglichen 
KEndzustand an, »schneiden« den Anfang der Bewegung »ab« und beginnen die Verfolgung 
des Bewegungsvorganges in der Nähe des Haftbereiches von einem Umkehrpunkt ab, 
oder wir lassen die Bewegung von vornherein in der Nähe des Haftbereiches mit einem 
beliebigen Anfangszustand beginnen. Für erzwungene Reibungsschwingungen ist die erste 
Deutung für den Fall, daß die Amplituden zunehmen bzw. konstant bleiben, überhaupt 
nicht, und die zweite für den Fall, daß die Amplituden zunehmen, nur unter der Voraus- 
setzung einer beschränkten Zeit zulässig. 

Die Einführung einer konstanten Gleitreibung, d. h. eines Widerstandes, der seiner 
Größe nach von der Geschwindigkeit unabhängig, der Bewegungsrichtung aber stets ent- 
gegengerichtet ist, bringt in die Schwingungsgleichung eine [’nstetigkeit hinein. Den 


) Jenaer Dissertation, Referent Prof. Dr. Winkelmann. 

3), Fr. Richarz, Ann. der Physik Bd. Ss (1902), S. 348 bis 366. 

3), P. Schulze. Diss. Greifswald 1901. 

9) 7, A. Schulze, Aun. der Physik Bd. 9 (1902), S. 1111 bis 1123. 

°), R. v. Förster, Diss. Marburz 1905. 

6, E. Eichhorn, Piss. Marburg 1909. 

', 1. Horn. Ztsehr. f,. Math. und Physik Bd. 47 (1902), S. 400 bis 428: 48 (1902). S. 400 bis 434; 
19 (1903), S. 246 his 269; 52 (1905). S. 1 bis 45; 55 (1906), S. 370 bis 402. Archiv f. Math, u. 
Physik Bi. 28 1919 20), 8. 131 bis 137. 

°); Fr. Vieweg u. Sohn, Braunschweig 1918. 

Die linearen Reibungzsschwinzungen des Regulators (eines Systems mit zwei Frelheitszradenı 

hat v. Mises behandelt. KElektiroteehnik und Maschinenbau 1908. H. 37. 

0, Tabellarisch und zraphiseh ist die harınonische, erzwunzene Reihungsschwinzune von W, Eckolt 


/tsehr. f. techn. Physik, 7. Jahre. Nr. 5, [1926]) behandelt worden. 
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Schwingungsvorgang als Ganzes zu behandeln, ist demnach nicht möglich; wir müssen 
vielmehr die Schwingung von Umkehrpunkt zu Umkehrpunkt gesondert untersuchen und 
die so erhaltenen Schwingungsphasen aneinanderfügen. Aus dem Vorhergehenden ist 
klar, daß die Reibung zwei Vorzeichen haben muß, von denen stets das der Bewegungs- 
richtung entgegengerichtete zu wählen ist. Unter einem Hingang wollen wir eine 
Schwingung in Richtung der positiven x Achse (x > 0), unter einem Rückgang eine 
Schwingung in Richtung der negativen x-Achse (x < 0) verstehen. Während eines Hin- 
ganges ist also die Reibuug negativ, während eines Rückgarges positiv. 

Nachdem für die maximalen Ausschläge der freien, ungedämpften, pseudoharmo- 
nischen Reibungsschwingungen mit unsymmetrischem und svymmetrischem Kraftfeld 
Rekursionsformeln abgeleitet worden sind, werden die erzwungenen, ungedämpiten, 
pseudoharmonischen Reibungsschwingungen untersucht. Von diesen waren der sogenannte 
Resonanzfall und Nachbarfälle der Resonanz bei hinreichend schwacher Erregung der 
analytischen Behandlung zugänglich. Im Falle des symmetrischen Kraftfeldes können 
die Gleichungen im sogenannten Resonanzfall bei beliebig starker Erregung analytisch 
gelöst werden. Es ergibt sich, daß das Verhalten der maximalen Ausschläge von dem 
Größenverhältnis der Coulombschen Reibung und der Erregung abhängt. Je nachdem 
die erste über die zweite vorherrscht oder nicht bzw. sie gerade kompensiert, nehmen 
die maximalen Ausschläge ab oder zu bzw. bleiben konstant. Bei den Gleichungen mit 
svmmetrischem Kraftfeld wird außerdem der l’all hinreichend kleiner Krregung mit hin- 
reichend großer Frequenz behandelt, wobei sich ergibt, daß die maximalen Ausschläge 
in der Nähe des Haitbereiches nach einer (uasi-arithmetischen Progression abnehmen, die 
sich der rein arithmetischen umso mehr nähert, je kleiner die Erregung und Reibung 
und je größer die Frequenz sind. Die freien, ungedämpften, pseudoharmonischen Rei- 
bungsschwingungen ergeben sich als nicht-isochron, die erzwungenen dagegen unter den 
oben angegebenen Voraussetzungen als isochron, mit Ausnahme des Falles der hin- 
reichend kleinen Erregung mit hinreichend großer Frequenz im symmetrischen Kraftfeld. 
Für die freien, linear bzw. quadratisch gedämpften, pseudoharmonischen Reibungsschwin- 
gungeu werden Amplitudengesetze abgeleitet, die notwendige und unter einer gewissen 
Annahme notwendige und hinreichende Bedingungen dafür liefern, daß die Schwingung 
durch einen Coulombschen Widerstand und eine [lineare bzw. quadratische Dämpfung 
gehemmt wird. Für den Fall der linear gedämpften, pseudoharmonischen Reibungs- 
schwingung werden die für die maximalen Ausschläge sich ergebenden Gesetzmäßigkeiten 
an Hand eines einfachen Versuches bestätigt. Die Untersuchung der freien, linear 
sedämpften, pseudoharmonischen Reibungsschwingung bei »starker« Dämpfung lehrt, daß 
auch hier wie bei den harmonischen Schwingungen ohne Reibung aperiodische Bewegungen 
auftreten mit dem Unterschied, daß sie erstens »absterben« und nicht nur »abklingen: 
wie die harmonischen Schwingungen, und daß sie zweitens — aber nur im Falle des 
unsymmetrischen Kraitfeldes — eine Phase mehr haben können, wie die harmonischen 
Schwingungen. Während die freien, linear gedämpften, pseudobarmonischen Reibungs- 
schwingungen isochron verlaufen, sind die freien, quadratisch gedämpften Schwingungen 
nicht-isochron; ihre Schwingungszeiten vergrößern sich mit-abnehmendem maximalen 
Ausschlag, ohne jedoch eine bestimmte, leicht angebbare Grenze zu überschreiten. 


2. Freie, ungedämpfte, pseudoharmonische Reibungsschwingungen. Die 
Differentialgleichung der freien, ungedämpften, pseudoharmonischen heibungsschwingung 
hat die Gestalt: 


4 4 a’x r . ne X I? —— [IB . . . f} . . . . (1). 


In dieser allgemeinen (rleichung sind die spezielle Gleichung unsymmetrischer 
Schwingung: 


c-+ a’ — px’ Bari ee are 
mit = 0 und die Gleichung symmetrischer Schwingung: 
BEREITET FE Ba Vi, 0 u ne 0 RD 


‘ 
mit #? = 0 enthalten. 
Wir setzen voraus @° 2 » und «° >> y (1. Voraussetzung) und nehmen zunächst an, 
daß p und y positiv sind. Man sieht leicht ein, «daß diese Annahme keine Einschränkung 
der Allgemeinheit bedeutet. 
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Der Haftbereich ist gegeben dureh: 


d, x dag . . . . . . . . . . . (4), 
wo 
R R RP). R \ Ri; 
dı 3 41 ] +-Y 3 >00 bzw br+ Yj 5 +, Ti 
‚a \ N 4 6 \ 2 ! nf / 6 
dt dt ( ({ ct dl 
als nach dem Iterationsverfahren gewonnene Lösungen der Gleichungen 
er — PX —yt’ + R=0 [für z>0]| bzw or — Pr’—ye’— R=0 [für << 0] 


definiert sind. 
Der Haftbereich liegt wegen der Unsymmetrie des Kraftfeldes unsymmetrisch zur 
Zeitachse, und es ist 


dı < d; 
Wir beginnen mit einem Hingang, also 
+ "Pe —- va’ +- Red. . . 3 5 u u KB 
Nach Bildung der Leistungsgleichung — durch Multiplikation mit © — und Inte- 
gration derselben, ergibt sich: 
2 — ea: 2; pr HtIahyat— 2RC+M ... .:. .:.» (6), 


wo zur Bestimmung der Konstanten 

M, = %° + 0@°2,° m. PX’ — 1 7% + 2R% 
angenommen worden ist, daß der Punkt zur Zeit ?—0 den Ausschlag x = © (X, < 0) 
und die Geschwindigkeit © = x, (X, > 0) hat. 


Wir beschränken unsere Untersuchung auf die Nähe des Haftbereiches (2. Voraus- 
setzung), setzen, da wir einen Hingang behandeln: 


und erhalten, indem wir y als »klein« betrachten, d.h. die dritten und höheren Potenzen 
vernächlässigen, aus (6) 


Fern ee re 
Dabei bedeuten: 
a,” - a” 2 Bdı 3ydı! > () N (9) 
tlg — M, d4’dı“ 4 - ‚PBdı? + I aydı“ 2 Rd, >> () \ 


Aus (8) ergibt sich mit Rücksicht auf (7): 


1 ’ ' ; 
KL d, } Ho sın (« t + Ö,) . . . . . . . (10), 


(£ 
wo die Phasenkonstante 
a, (2—dı) 


O, — aresin >0 


| Uo 


ist. 
Gl. (10) gilt so lange, bis die Bewegung umkehrt. Der Zeitpunkt der Bewegungs: 
umkehr bestimmt sich aus © = 0 zu 
2/98 


E 


. ) 
fı om 
u 
wo der Ausschlag x den Wert 
l 
x, dı + lu. ei 
(| 
annimmt. 


Da wir mit einem Hingang begonnen haben, liegt der nächste Umkehrpunkt (ir, ) 
entweder innerhalb bzw. auf den Grenzen des Haftbereiches oder” außerhalb des Haft- 
bereiches auf der positiven Seite der x-Achse; es ist also auf jeden Fall (a — dı) nicht 
negativ. Aus diesem Grunde ist von der Quadratwurzel das positive Zeichen zu nehmen. 


Wenn x, > ds, ist, schließt sich eine neue Halbschwinrgung an, für welche die 
Diiferentialgleichung 
ce+- "ec —-PBa’—- Ye’ — R=0 . . ..:... 1) 


‘ 


gilt. 
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Durch einen analogen Prozeß wie bei Gl. (5) erhalten wir aus (12) 


1 .\ n 
N = da + | ıUı sın (@a t 4- Ö, . r . . . . ° ° ( 13), 
d9 
wo ( . Malaı — dy | 
O0} — arcsın u 5 
Ve 
Uı — M, " ct’ ds‘ + 2/3 P ds’ + 1 Y dat + 2 R da» > 8 . . . (13) 
Mı — (lg 2° - "/a p 2%” , 7 &ı '—2R ‚6 \ 
m? u? — 2dd, —-—3yYydı’ > 0 
bedeuten. 
Gl. (13) gilt während der ersten Rückschwingung. 2 — 0 lehrt, daß zur Zeit 
n|2- Ö, 
ta = 
dag 


die Bewegung das zweite Mal an der Stelle 
N 
ı = d, } | u . . . j . . . . . (14) 
X 

umkehrt. Von der (Juadratwurzel ist hier aus demselben Grunde wie oben das negative 
Zeichen zu nehmen. 

Falls &, > dı ist, schließt sich eine neue Halbschwingung an usw. 

Wir schreiben die maximalen Ausschläge noch einmal zusamm«nhängend auf: 


To 
I, == dı, + 1/aı | Uo 
.f 


’ ’ ’ ’ ’ a. \ nu e\ 
0 — a? (0? — di?) — 95 B (on ’— di?) — "a y (m — di) +2 R (u — dı) + u? (15) 


/ ‘ 
x — dag + 1/0, U 


u = a? (1? — da?) — ?l3 B (1° — da’) — sy (t—dı!) — 2 R(m — ds) 
usw. in leicht ersichtlicher Folge. . 

Diese Beziehungen sind Rekursionsformeln für die maximalen Ausschläge der 
freien, ungedämpiten, pseudoharmonischen Reibungsschwingung in der Nähe des Hlaft- 
bereiches. Die Ausschläge nebmen, wie leicht nachzuweisen, in der Tat fortgesetzt ab. 

Die Schwingungen sind nicht isochron. Dies erklärt sich dadurch, daß. die 


Schwingungszeiten vom Anfangszustand abhängen. 
Die für die n-te Halbschwingung verfügbare potentielle Energie ergibt sich ans: 


U = 2 cı? x? _ I g B2° 1 Y ‚r‘* r=In 
zu 
| i | u 
U —' 2. (#‘ ) d. + ( — 1)” | | Hy N 
, / An 4 
) ) 3 
! an 4 \ 
| ’ 
1, Y \ d. + (— L) x, . ( (16) 
! an + ) 
[n=1.2,3,... o—1 für n gerade, 
oe—=2 für n ungerade. 
Der besondere Fall unsymmetrischer Schwingung mit 7 = 0 bietet gegenüber dem 


vorstehenden allgemeinen unwesentlich Neues. 
Mehr Interesse beanspruchen die symmetrischen Schwingungen, die der Gleichung 


s+ We TE ER=0 .. ..::. no kN) 
mit ?% — 0 gehorchen. 
Wegen der Symmetrie des Kraftfeldes lieg} in diesem Fall der Haftbereich syın- 
metrisch zur Zeitachse; er ist gegeben durch 
— 122 +d, 
wo 
d > 14751 Rn Be En EEE ei : ; 


bedeutet. 
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Die Rekursionsformeln für die maximalen Ausschläge ergeben sich zu: 


I 7) 


ı, = dd l/ea so / 
R (a? — dA) —y12 (0 — dA) +2 Rn +d) +2? . . 16) 
1 m dd t l (£ $] \ 
sı—=0’iın°—d v/2 (m’—d' ) la d 
ISW., wo 
me 5 Ze 5 2 | GE Fi.  ;;: 
y.. . R . .. * . 
Für = 0 und damit d= , erhalten wir natürlich das Amplitudengesetz der 
24 


freien, harmonischen Reibungsschwingung zurück. ') 
Die Schwingungen verlaufen im symmetrischen Falle aus demselben Grunde wie 


im unsvmmetrischen nicht-isochron. 
Die für die „-te Halbschwingung verfügbare potentielle Energie ergibt sich aus: 


r \ 2 2 ] Pe Hi 
I we ’ 2 en Be; 2” Ict=In 
zu 
’ d | n ] . sn —1 . 8 | 
ER 2 } l a) ee: RE 3 } ar 2 1 a, 
U 'natd yd (ee —yd) +", (e; 7) 
a3 2 (i9“ a3” 
dy 
"ODE. 4 EP A ED u AEG a En | 


2 as” 


3. Erzwungene, ungedämpfte, pseudoharmonische Reibungsschwingungen. 
Die Diiiferentialgleichung der erzwungenen, ungedämpften und pseudoharmonischen 


. . . ” . . \ 42 
Reibungsschwingung lautet, wenn die erregende Kraft harmonisch mit der Fre(uenz 
s 
wechselt: 
r+a’z — Pa EB kbel. :. 20.8 wi 
Ez sei «? > 7; @®2> y und zunächst ? >0, Yy>0. 
Mit dieser Voraussetzung ist der Haftbereich gegeben durch 
h; Daum 2! 00 Zee Zi SO 
wo R f, h R° k R wi; 
\ h ‚(i p 3 ler | L—2P >oY sin m/f 
a“ a‘ ER a” a‘ a” 
K® ’ R . ) . Y 
| sin’ o®7+ sin’of 
y* “ @& er u \ n 
0 AS) 
RK R R* k R B\ ., / 
hy 1 + pP - 7 + — (1 +2P +5, \ sin mf 
e“ at ' o® a* at ad) 
k? ’ R . ‘ F K3 . } 
| Ä 3 ) sin’of-+ ‘, „sin’wt 
a’\a’ at a“ „»»® / 
bedeuten. 
Der Haftbereich ist also nicht von zwei Parallelen zur Zeitachse wie bei den ireien 
D + 
keibungsschwingungen, sondern von zwei wellenartigen liinienzügen mit der Periode 
(ı) 


begrenzt. 
Hier ist es zweckmäßig, die Fälle mit symmetrischem und unsymmetrischem Kraitfeld 


sesondert zu behandeln. Wir untersuchen zunächst den ersten Fall; setzen also $ = 0. 
Da eine strenge Lösung der Gl. (21) mit = 0 bisher nicht bekannt ist, beschränken 
wir unsere Untersuchung wieder auf die Nähe des Haftbereiches. Beginnend an einem 


Umkehrpunkt (v, > 0) mit einem Rückgang zur Zeit /=0 setzen wir: 
2 ze N; ,, 0:3 O0 772, 
d.h. wegen | 
R R* , 
ft; 0:3— a > di + Y ;) — (dl [\ erel. Gl. (18)1. 
2 A 
X d- Y; 


ist dabei als »klein« zu betrachten. 


') Vergl. z.B. G. Hamel, EI. Mechanik, Leipzie 1922, 8.95 ff. 
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Indem wir dies in Gl. (21) mit ?—= 0 einsetzen und die zweiten und höheren 
Potenzen von y vernachlässigen, erhalten wir: 


y+a’y=ksinwt; ga’=a’—3yd’. . . .. . . 623). 
Daraus folgt mit: 
—_ nn (tr >00), z=0 für t=0. 
e 
1 k a k . 
i—=d— . sin 3 t+ (1 —d) cos gt+ „ ‚sinat . . (29. 
a3 Ay“ () «3 au” 


Diese Gleichung gilt bis zur nächsten Bewegungsumkehr. x — 0 liefert eine trans- 
zendente Gleichung der Gestalt: 

a, sind; + m COS &a t-+ a; cos at — (0 a (25), 
welche nach / i. A. analytisch nicht auflösbar ist. Die Kenntnis dieses Wertes für / ist 
äber erforderlich, da sich durch ihn der Ausschlag am Umkehrpunkt bestimmt. 

Die analytische Auflösung dieser Gleichung kann aber bewerkstelligt werden, wenn 
zwischen der I’requenz der Eigenschwingune («;) und der erzwungenen (®) die folgenden 
einfachen Beziehungen bestehen: 

I. © = Eigenfrequenz, 

2. @ — Eigenfrequenz — E 

3. © = n »< Eigenfrequenz 

1. Falle ®=- «@, (Eigenfrequenz) bedentet den Fall der »Resonanz«. Wir be- 
halten für die Beziehung © — «“ die Ausdrucksweise Resonanz formal bei, obgleich wir 
bei einer pseudoharmonischen Schwingung von Resonanz im eigentlichen Sinne nicht 
reden dürfen. ') 

Da G. Duffing gezeigt hat, daß der Hauptteil der pseudoharmonischen Schwingung 
im sog. Resonanzfall gegenüber dem Antriebe eine Phasenverschiebung von 180° hat, 
ersetzen wir in Gl. (21) t durch +7, was darauf hinaus kommt, k mit — k zu ver- 
tauschen [auch in (22) und (24). 

Damit ergibt sich aus (24 


1 . f N) r I 0) 
q u k sin (ig 4 2 O3” (X) au d t k ({3 | COS (3 / t . (26). 


e»klein«, 
n »groß«|. 


L 
f 
| 


1—d+ 
2 aa 


Diese Gleichung gilt bis zur nächsten Bewegungsumkehr. x 0 liefert 
Be’ — )+katlsingt=0. . ee Se 
woraus wegen zı > d und ?>0 folgt: 
sin u ?— 0 
oder 
7T 
h 
3 
Zur Zeit /ı kehrt die Bewegung zum ersten Mal um, der Ausschlag nimmt an 
dieser Stelle den Wert an: 
/ kr 
= — (rt — 2d en: a Hr a En 
2 az‘ 
Der sich hier für den Fall «, > d anschließende Hingang ist charakterisiert durch 
die Differentialgleichung: 


z+-ua ze —vaıetD — ksin @ / u: ‚x 128) 


‘ 


Jetzt haben wir zu setzen: 


- Ll hi, 124 W Y, 
( — ) 0) 
= —d+ Y. 
Damit und mit » =“, erhalten wir unter Beachtung der Anfangsbedingungen 
'—-y(y >00), @ o fürrt= 
aus (28) 

1 . f nf N 

= Z— d + y iu k sın (ta f L- | — (ia ° (03 4 dl) Ir 7T ! k (3 a CoOs (£a f t . (29, * 
2 ds 


I) Vergl. Duffing, a.a. 0, S. 75 und 76. 
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Wenn r verschwindet, hört die Gültigkeit dieser Gleichung auf. 2 — 0 ergibt: 


Ei 
0/7 Aue Ä 
ı 209m +d)+ ka; (t - sing t—0 er; ; 
L az/ J 
ZT 
oder wegen m <0: m >d und > 
(2 
a vr 
sinagt=0: dh '= - 


a3 
Zur Zeit /, wird der zweite Umkehrpunkt an der Stelle 


kr i 
%C3 (X +2 d) + ESTG EL HE ER 5 


2 az‘ 
erreicht. Falls x; > d ist, schließt sich hier eine neue Halbschwingung an und so fort. 


Die maximalen Ausschläge schreiben wir, etwas umgeformt, noch einmal zu- 
sammenhängend auf: 


kr kn 

> [; 1) . en [ > ‘ r .2) ; 

; 0 = (2 — 2d)— u. X = (0 —4Nd) +2 ar 
2 a3 2 dt3* 


2 


usw. Entsprechend den drei Fällen 
- kn os 
d He mr he 
< taz‘ u 
nehmen die maximalen Ausschläge in arithmetischer Progression ab bzw. bleiben konstant 
bzw. nehmen in arithmetischer Progression zu. Das arithmetische Dekrement bzw. In- 
krement') im ersten bzw. dritten Fall ist durch 


2R R“ kr e r 
D= , (1 ”r =) — Ä T- 4 000 0 u. (92) 
mr a‘ g R‘ | R* 
2 AT — ıY > ı + nr 
! a’ a”) 
k T RS; R? 
bzw J= yo li+r r. Beh 


gereben. 

Zur weiteren Diskussion der drei Fälle beziehen wir die Größen k, y und A auf 
die Größe «°‘, d.h. auf die Restitutionskraft der harmonischen Schwingung für die Ent- 
fernung I aus der Mittellage, schreiben also: 

k Y R 
> Ko , — — 70 , 92 = Ro 
id” a” = 
9 ki 7T .,. 
und setzen Yo =u, . — vd (v stets positiv!) 
Ro 4 


Dann können wir die Beziehung (32) in der übersichtlichen Form schreiben 


BE nen are ar 


— 


mit fu)—=(1+ u 1 -— 3ull + u) 
Die Funktion (f «) hat die in der Abb. 1. ange- 
W ebene Gestalt. 
| Da unsere Formeln nur in der Nähe des Haft- 
bereiches gelten, muß 





x —d vm=1,.9,3..,.) 
{r) »klein« sein; dabei bedeutet X, die Ordinate des maxi- 
malen Ausschlages und d die des Haftbereiches. Den 
az Wert für X, aus (31) eingesetzt, gibt nach einer ein- 
| fachen Rechnung mit den obigen Bezeichnungen: 
-// ( d) r u j . 
- f or ut+ud urn nn le SE 


| Dieser Ausdruck muß also »klein« sein. Nun ist das 
| erste Glied »klein«, denn (2, —d) ist es nach Voraus- 
bh. 1. setzung, und der ganzzahlige Nenner (r— 1) wirkt nur 


!) Unter dem arithmetisehen Dekrement (Inkrement) verstehen wir die konstante Differenz zweier 
aufeinanderfolgenden maximalen Ausschläge. 


gi 
de 
lic 


H 








Band 9, Heft2 |, Zu 
April 1929 Tiemann, Kinetik pseudoharmonischer Reibungsschwingungen 117 


günstig. Damit also der ganze Ausdruck »klein« ist, muß »— (u) »klein« sein, d.h. 
der Bereich der in Betracht kommenden Punkte (x, v) ist durch den aus Abb. 1 ersicht- 
lichen Streifen zwischen den strichpunktierten Linien und der «-Achse (welcher durch 
Parallelverschiebung der Kurve vo = (u) um das zulässige Stück nach oben und unten 
entstanden zu denken ist) gegeben. 

Dem Kleiner- bzw. Größerzeichen in der Beziehung (33) entspricht das Gebiet 
unterhalb der Kurve (das Gebiet der konvergenten Schwingungen) bzw. oberhalb der 
Kurve (das Gebiet der divergenten Schwingungen). Punkten der Kurve selbst entspricht 
das Gleichheitszeichen. Die maximalen Ausschläge nehmen also ab bzw. zu oder bleiben 
konstant, je nachdem die den Größen k und ZR durch die Beziehungen 

ko 7T 


Yo Bo’ = u . —=v 
Ro 4 


zugeordneten Punkte mit den Koordinaten « und v innerhalb bzw. außerhalb oder auf 
der Kurve liegen. 
‚ Für großes (kleines) R und festes k wird « groß (klein) und v klein (groß); d.h. 
der Punkt (uw, v) liegt in dem Konvergenzgebiet (Divergenzgebiet). 
Die Schwinrgungen sind isochron, und zwar beträgt die Schwingungszeit einer 


Halbschwingung: 7’ = 


ag 
Die für die r-te Halbschwingung verfügbare potentielle Energie ist gegeben durch: 
. 7,8, kn \° j wi kr \l 
U. = en —]1 (2d— ) x“ 2% \n — ] (24 
2 ( 2 a3° = i 2 N 
) Y vr kı\' Ä | kn \? 
- v !(n — 1)t![2d — — 4% \n — ı)’I2d — 
a yn 1) (20 u), ax, (n | Te. 
.; a kn \? ! k st 
+ 6%, ° In — 1)?(2d — — 4117,’{n - 1) (2d — ,) RT 
i \ 2 a“ \ 2 a3? \ 
In == 1, 2,3, 4, 
aa kr . 
Fürd= 2 bekommen wir . 
13 
U, — 1 2 iR 2° ss J N y%' = konst,, 


d.h. die potentielle Energie in den Umkehrpunkten ist in diesem Fall während der ganzen 
Bewegung konstant, wie es auch sein muß. 


2, Fall: Während der sog. Resonanzfall der pseudoharmonischen, symmetrischen, 
ungedämpften, erzwungenen Reibungsschwingung in der Nähe des Haftbereiches der ana- 
Ivtischen Behandlung zugänglich ist, bieten schon die Nachbarfälle der sog. Resonanz er- 
hebliche Schwierigkeiten. Die Behandlung des ersteren Falles gestaltet sich deshalb ein- 
fach, weil die Bewegung, ausgehend von einem passend gewählten Anfangszustand, an 
Stellen umkehrt, deren entsprechende Ordinaten des Haftbereiches für sämtliche Umkehr- 
punkte absolut genommen denselben Wert haben und weil demnach die Eigenfrequenzen 
‚“;) der einzelnen Schwingungsphasen von Umkehrpunkt zu Umkehrpunkt sämtlich ein- 
ander gleich sind. In den Nachbarfällen der sog. Resonanz ist dies nicht erfüllt, was 
die Verfolgung des Bewegungsvorganges außerordentlich erschwert. 

Wir können aber dem Problem dadurch näher kommen, daß wir hinreichend kleine 
Erregung (k) voraussetzen. Der Haftbereich ist dann gegeben durch 

hi = X h2, 
wo jetzt 
h=-d—-y=-—h, k=+d+n=+h .. . . (85) 


sind. Dabei bedeutet d die Ordinate des Hafıbereiches der freien Schwingung und 7 das 
maximale Zusatzglied, welches von der Erregung herrührt und nach Voraussetzung eine 
’kleine« Größe ist. Das bedeutet, daß wir den von zwei wellenartigen Linienzügen be- 
grenzten Haftbereich durch einen Parallelstreifen zur Zeitachse ersetzt haben, der den 
ersteren ganz einschließt und die Breite 2A besitzt. 


Wenn wir nun substituieren: 
t=thtry, 
so ist y stets »klein«, denn die Abweichung der Geraden © — — h von den tatsächlichen 
Grenzen des Haftbereiches ist nach Voraussetzung gering. 
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Unter der Beachtung, daß 
coset”=1 und sinet=et 
ist, erhalten wir nach einer der im ersten Fall angedeuteten analogen Rechnung das Ge 
setz der maximalen Ausschläge in der Gestalt: 


i ’ [ a k r/oo , “ a \ kniag 1 je = 
4 , Lg — | «EC, 2 (A 1 5 : , Ad _“ TC, . 4 (h + ,) + 2 | (36) 
L do” z un €] L ag, 2 Ag —E 
uew., Wo 
2 a8 » (4? „io n 3 ‚2 2 a ’ ap 
a=u!h—yh R=nta ‚Bd +3dn)+rn’}>0, W=u?—3yYÄh?’>0 (36) 
bedeuten. 


Da wir A als hinreichend klein angenommen baben, ist die Bedingung 


a \ knlan 
Ih - a 
7 


0,” z Aıı - 


im allgemeinen erlüllt. Die Gleichungen (36) lehren dann, daß die maximalen Aus 
schläge in einer arithmetischen Progression abnehmen mit dem arithmetischen Dekrement 
D=)2 Un = ) hohlen. 

\ dag“ = “au —E 

Dabei ist folgendes zu beachten: Wenn ein Umkehrpunkt in das Innere des Haft- 
bereiches — h—- x: + A fällt, so kann er immer noch außerhalb der tatsächlichen Grenzen 
des Haftbereiches, d.h. im sog. Schwankungsgebiet liegen. Die Bewegung wird sich 
also in diesem Fall fortsetzen; es wird sich aber im allgemeinen nur eine Halbschwingung 
anschließen, da der Punkt, weil der Unterschied der tatsächlichen Grenzen des Haftbe- 
reiches vom Haftbereich — h X Ah nach Voraussetzung »klein« ist, bei der nächsten 
Bewegungsumkehr sich völlig im Innern des Haftbereiches befinden wird. 

Nehmen wir neben hinreichend kleiner Erregung auch hinreichend kleine Reibung 
an, so können die maximalen Ausschläge auch konstant bleiben oder nach einer arith- 
metischen Progression zunehmen. 

Die Schwingungen sind isochron; die Schwingungszeit einer Halbschwingung 
st T=- — 

ot 

Die für die n-te Halbschwingung verfügbare potentielle Energie ist gegeben 

durch den Ausdruck: 


1 ‘ ( j a kn A 
U = (7 3X, N 1)| 2 (A ,) x 
2 ( ao“ 2 00 — 2 
jr | ELTERN 
1 \ a kı do 
Y yı (n 1)| 2 (Ah ,) “ 
\ L no / 2a) rü 
ee dt k 1 (L; . + . . . . 
Für 2 (7 — ,) =. ist 7), konstant (unabhängig von n), wie es sein muß. 
“0” 2 ao & 


3. Fall. In diesem Fall setzen wir hinreichend kleine Erregung mit hinreichend 
eroßer Frequenz vorraus. 

Nach dem Muster der im ersten Fall angedeuteten Rechnung erhalten wir mit 
VEN, wo n eine »große« Zahl bedeutet, für die maximalen Ausschläge dies: 


x, | 
t,=o- -2(n — N: 
ao” 
Kr — v 1 4 -alr- *.)\ + ( )} + 05) Fa ; j (3 5) 
ao“ 


= — Ie - 6 (m “2 “)i _— (Ö, — Ö, -+- „) 
0 


usw., wo a und « dieselbe Bedeutung haben wie im Fall 2 (vergl. Gl. 36) und die 


+rößen Ö, durch 
1 k?n? 1 F 
y =— 2 e . v pn 1. 2, 3, .. ) 
2 an* (n”“ . 1 )F a 
Ty ana h + 


Ö „: A) 
ao” 


gegeben sind. 
Das Gleichungssystem (38) lehrt, daß die maximalen Ausschläge der symmetrischen, 


pseudoharmonischen, ungedämpften und erzwungenen Reibungsschwingung bei hinreichend 
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kleiner Erregung mit hinreichend großer Frequenz in der Nähe des Haftbereiches wegen 
/ ad ; . . . . . . 

2 (A ;) >6j,... nach einem «quasi-arithmetischen Gesetz abnehmen. Diese quasi- 
\ a0” 

arithmetische Progression nähert sich der arithmetischen um so mehr, je kleiner k und R 

sind und je größer die Zahl » ist, denn um so kleiner werden dann die Größen Ö),, 

Die Schwingungen sind nicht isochron, da die Schwingungszeiten vom Anfangs- 
zustand abhängen 

Wir behandeln nun die Schwingung mit unsymmetrischem Kraftfeld; es sei also 
in Gl. (21) wieder P °F 0. 

\Wiederum beschränken wir uns auf die Nähe des Haftbereiches und nehmen hin- 
reichend kleine Erregung an. Die letztere Annahme hat zur Folge, daß der von zwei 
wellenartigen Linienzügen begrenzte Haftbereich durch einen Parallelstreifen zur Zeitachse 
ersetzt werden kann. Die Größen A, und A, in 

N, X Na 
sind demnach gegeben durch 
Ni =dı + "1,5 Rh; dy 4 ir.» . . . . . . . (39), 
wo dı und d, die Ordinaten des Haftbereiches der freien Schwingung [vergl. Gl. (4')] 


und 7ı, 7a die maximalen Zusatzglieder bedeuten, die von der Erregung herrühren und 


nach Voraussetzung »kleine« Größen sind. 
Da aber trotz dieser beiden Annahmen das Problem der analytischen Behandlung 


immer noch erhebliche Schwierigkeiten bietet, weil zur Bestimmung der Zeiten der Um- 
kebrpunkte transzendente Gleichungen der Gestalt 


asin&at+t a, cost + a; sinoat=(0 
zu lösen sind, spezialisieren wir noch weiter und behandeln folgende zwei Fälle: 


1) o _ (dla s 2) DO == (£} is e ng (X nn &9 |&j, &y »klein «| 
wo a’=ua’—2Ph Km’, da — U° 2ph, —3yhr? 
bedeuten und > et, hy > hı 


für B>0, Yy>0 sind. ; 
Nach dem Muster der beim symmetrischen Krafifeld durchgeführten Rechnung er- 
halten wir für die maximalen Ausschläge im ersten Fall: 


x 


\ ( aa \t kı 
> F ag” ) 2 ay“ 
) / ag a; kt k.n/aı ) ,..(40) 
em Idı = 2 (As a (Aı rn er Ep 
\ L a3”, a“ 2 ay° ar + Mm 
r \ ag aı\ | kr k nı/ay 
u=—j1 —2|2 (n. — ee nn — 
L ag“ i | | 2 a9” a + a9 


usw., und im zweiten Fall: 


x 


\ (7 ei k n/a J 
A — t ) l — , sn 
re ; a9? ) 2 a9 — &9 
i \ F ag aı ıı krnlag kır/ay \ 41 
x, = IF 2 (h, — ) — (hı )|\ 7 - "- (41) 
Er Ag \ | ö z ag — £&9 s a — & \ 
u a9 a u k rt/ug krıa \ 
= — ia | »,2(R )- m - 5) -2 
\ L dy° ar J 2 a9 8 2a 5 


usw. Da wir die Erregung %k als hinreichend klein angenommen haben, sind die Be- 
ziehungen 


a2 k aı\. kny 
ha — - „> und - (n ) > : ae 
2 2 2 y/ 
a3 4apz a 2 (aı + as) 


im allgemeinen erfüllt. Die Gleichungen (40) lehren dann, daß die maximalen Ausschläge 
in der Nähe des Haftbereiches — in einer arithmetischen Progression abnehmen mit 
dem arithmetischen Dekrement 


, A k : 
D,; = 2 (1, N = EEE A . . . . . . . j (43) 


(t* 


für die Rückschwingung und 
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a kır/a, Fee 
D, = 2 (n _ A . . . . . . (49 ) 
a? ar ag 


für die Hinschwingung. 

Infolge der Unsymmetrie des Kraftieldes gilt für die Rückschwingung ein anderes 
arithınetisches Dekrement als für die Hinschwingung. 

Man sieht leicht ein, daß 

Ds; > D, 

ist, d.h. daß die Ausschläge bei einer Hinschwingung schwächer abnehmen als bei einer 
Rückschwingung. 

Nehmen wir neben hinreichend kleiner Erregung auch hinreichend kleine Reibung 
an, so können die maximalen Ausschläge auch konstant bleiben oder nach einem arith- 
imetischen Gesetz zunehmen, je nachdem in den Beziehungen: 


h; EEE» (Au —)< - = 2: ST 


an” t 19” Ar” Z (a + 192) 


das obere oJer untere Zeichen gilt. 
Weiter können die Beziehungen bestehen: 


(u — #%)> En; (A, “,) ae | . . (45) 


4 


&y 4 a9 dt,” 2 (a, + a9) 
und 
dia \ Pr kn a] a kr -} 
(h. \<,.; -(h-2%)> a). 
02 4 %g“ a 2 (a) + a9) 


Diese Fälle bieten aber, da sie nur über das (Größenverhältnis der ersten beiden 
maximalen Ausschläge eine bestimmte Aussage gestatten, wenig Interesse. 


Die Schwingungen sind einseitig isochron; d. h. die Schwingungszeiten sind für 
die Hin- und Rickschwingung je für sich konstant. Der einseitige Isochronismus ist in 
der Unsymmetrie de6 Kraftfeldes begründet. 


Zum zweiten Fall (41) lassen sich analoge Bemerkungen machen. 


4. Freie, linear gedämpfte, pseudoharmonische Reibungsschwingungen. 
Die Difierentialgleichung der freien, linear gedämpften, pseudoharmonischen Reibungs- 
schwingung ') lautet: 


+ 23%a+ax — Bi? — re! ZER=0 .. . 0:0... 6) 
Es sei «>> pP und «>> y |!. Voraussetzung] und zunächst angenommen, daß 
P und y positiv sind. Wir beschränken unsere Untersuchung wieder auf die Nähe des 
Hafibereiches |2. Voraussetzung|, der gegeben ist durch 
d 2 dy, 
wo d, und ds» dieselbe Bedeutung haben wie in Gl. (4'). 
Unter der Voraussetzung geringer Dämpfung 
<a — 2Bßdh—3yd? und <a — 2PBdı —3ydı’. . . (47) 
(die erste Ungleichung zieht die zweite nach sich!) erhalten wir mit 
Ve? —- (!—-2Bb —3ydi)=in und Vı:— ( — 2 Bd —3yYdi?)=ir (47) 
in der bekannten Weise für die maximalen Ausschläge folgende Werte: 


Tı Br ’ R \ 
03 = d; e (x u d;) e = 
) 
Bar ar ee 
4 = dı — (23 un dı) e 3 
’ 
au = ds —. (X; — d,) e 2 


USW, 

Die Größen xı, 23, 25,... sind positiv; die Größen 73, X, X, ... dagegen negativ; 
das negative Zeichen ist in ihnen implizite enthalten. 

!) Arbeiten über die harmonische, linear gedämpfte, freie Reibungsschwingung von: Wright, 
Phil. Mag. (6) 44, 1922, S. 1063. Rowell, Phil. Mag. (6) 44, 1922, S. 951 bis 953. Jankin- 
Thomas, Phil. Mag. (6) 47, 1924, S. 303 bis 306. 








4 


an 
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Mit den Abkürzungen 


/ ’ 
( ı —-U und e ” —-TÜD; (49) 
ergibt sich aus (48) 

x —ı5 y 24" % B 

—= U,U3 = konst. ‚ — U, U, —=konst. | 
a1 2 — 2 
75 277 „ rr ‚ 778 r yır [: 

= U, U, = konst. — U} Ua konst. U e. - 
3 ı5 24 —,%6 
27 2x9 . 3 — To r Tr \ 

—= U, U; = konst. — „= U U, == kennst. 

ns = 27 | 


d.h. die Difterenzenquotienten der positiven und die der negativen maximalen Ausschläge ') 
-sind je für sich konstant, und zwar sind die Quotienten der beiden Serien konstant gleich U, U;. 
Die einfachen Quotienten der positiven und die der negativen maximalen Ausschläge 


7 73 T5 22 24 2 R . 
er und Go an ee (5 1) 
3 75 7 4 T65 rs 


sind nicht konstant, wovon man sich leicht überzeugt. Die Konstanz der Quotienten (51) 
zieht aber die von (50) nach sich. Wir erhalten daher: 

Die Konstanz der Differenzenquotienten der positiven und die der negativen maxi- 
malen Ausschläge und die Iokonstanz der einfachen Quotienten der positiven und die der 
negativen maximalen Ausschläge sind eine notwendige Bedingung dafür, daß eine freie, 
pseudoharmonische Schwingung durch eine lineare Dämpfung und einen Coulombechen 
Widerstand gehemmt wird. 

Die Konstanz der Differenzenquotienten gestattet uns, den Dämpfungsfaktor A und 
die Reibung AR zu berechnen. Wir verfahren dabei folgendermaßen: 

Wir bestimmen die maximalen Ausschläge und berechnen aus ihnen mit Hilfe der 
Gleichungen: 

r — In 2 r Tan 2 —- nn bi \ => 
abet. d - =: u Ih. BR = Us n= 1,2,8,..-.) A ; j (52) 
C2n+32 " I2n Xan-ı "I2nH] 
die Größen U, und Us. Mittels ihrer Kenntnis finden wir aus: 
29n +1 + U mn u nn + U9r2n- B_ i / ® — 
due - —=d. (<0) dd '—d (> O)(n=1,2,3,... . (53) 
1+ U, 1 + Ua 
die Ordinaten d, und d, des Haftbereiches. Damit berechnen wir 
a — 2 I) dı I rd’ = +9? und ®— 2 —3 da’ = A? ı- 45? 
und ferner aus 


’ ) 


Ul=e oder U 
den linearen Dämpfungsfaktor }; wir können ihn auf zwei Arten berechnen, haben also 


gleichzeitig eine Kontrolle. 
Schließlich finden wir mit Hilfe von d, und ds die konstante Reibung A aus 


A dı + d; - 
R = uw? y“ — s . . u 2 . . . . . (54), 
28 


r 


a a6 


vg 


sie ergibt sich aus Gl. (4'). 
Die Schwingungen sind einseitig isochron. Die Schwingungszeit für die Rück- 
schwingung bzw. Hinschwingung ist gegeben durch 


n=" bzw N=: 
vg v 
Die für die n-te Halbschwingung verfügbare potentielle Energie ergibt sich zu: 
V, = — a aid, ai (An — 6.) U,}?-— 1/, Pid, Bu - d.) U,}? 
— ls Y d, zen (Ku=ı jaoms d.) U,}* ; De u m A (55) 


n= |1,2,3, 


0o= | für n ungerade 
e=2 für n gerade 
!) So wollen wir kurz die maximalen Ausschlüge &, mit ungeradzahligem oder geradzahligem 


Index nennen. 











N 
l 
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Im Falle des symmetrischen Kraftfeldes nimmt das Gleichungssystem (48) mit? = 0 
und damit dh =da —d und U, =U; = SS nach einer einfachen Umformung die Gestalt an: 


X] 
u =d—- (a —d)S RM „ 
Be: Er I 
X3 Zu d ) d N — X d) ,,“ V 
a =d+2dS — 2ÄdAS’ — (ı — A)S® | » 
usw., woraus sich ergibt: 
23 23 v 
0) 182 
E 
u. > 2 Y \ .- 
wie 3 00.3. 
23| — 23 
x x ’ 
5 — ‚$ — konst. 
3 — | 


usw. Die Konstanz dieser Differenzenquotienten und die Inkonstanz der einfachen 
rr xg2 x3 


Quotienten : ‘... sind eine notwendige Bedingung dafür, daß — in 
72 x3 x 
der Nähe des Haiftbereiches — eine freie, symmetrische, pseudoharmonische Reibungs- 
schwingung überdies noch durch eine lineare Dämpfung gehemmt wird. 
Zur (numerischen) Berechnung des Dämpfungsfaktors A und der Reibung AR be- | 


stimmen wir die Ausschläge der Umkehrpunkte und daraus nach (57) den konstanten Faktor 


AT 


PERF WR A de, vchut.; |. EEE IE RER > © 
Den so gefundenen Wert für 5 in die Gleichungen 
R% ON m Ir . j 
d zu su . . . . . . . . : (59) 
5 1 
3 HS" + 1 
2 


eingesetzt, ergibt durch Mittelbildung die Größe d. Daraufhin setzen wir d einerseits in 
Gl. (58) ein und berechnen daraus den linearen Dämpfungsfaktor A und andererseits in 
Gleichung a® ad 


+ Ba ml: en eo 

ein und bestimmen daraus die konstante Reibung A. 

Ueber die Durchführung einer solchen Rechnung an Hand eines einfachen Ver- 
suches siehe Abschnitt 6. 

Die Schwingungen sind isochron'!), und zwar beträgt die Schwingungszeit einer 
jeden Halbschwingung /v. 

Die für die n-te Halbschwingung verfügbare potentielle Energie ist durch den 
Ausdruck gegeben: 


- r. 


Mu "1 j 1)2 
[ n = 9° ) X N -1 _ d\ ‘) | 8" E | 
( | 3-3 _ 
u 4 (61). 
s”— 1 
yymst—dl|2 + 8" — | 
ıL Ss-1 \ 


Wir sprechen noch einige charakteristische Fälle starker Dämpfung durch und be- 

handeln zunächst die Schwingung mit symmetrischem Kraftfeld. Es sei 4? > «?— 3 yd'”. 

/ ’ ‘ « ’ N‘ [3 .. ® 

Wir setzen die reelle Größe YA’ — («? — 3 yd?) = 4, (> 4). Wie früher, beschränken wir 

uns auf die Nähe des Haftbereiches; ebenso sei @?3>y und zunächst 7 > 0. Mit den 
abkürzenden Bezeichnungen 


v—=—ı+h<0, we—il— h<I, wm<w 
und den Antangsbedingungen: 
= [0% <0; % >d| und x - % (a6 > 0) für = 0 
erhalten wir dann als Bewegungrgleichung für die erste Halbschwingung 


— on+tdw+ro ul tr du —T wit 
= —d+ e + e 
2 ,0 2 #0 


I), Den Tautochronismus linear und quadratisch gedämpfter Schwingungen untersucht allgemein: 
Routh: Die Dynamik der Systeme starrer Körper. Bd. 1, S. 488 bis 509. 
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Wenn &%, und %, die Bedingungen 
(zo +d)u| <|m ; (2 +d) u| < |% 


erfüllen, kann der Ausdruck für & niemals Null und noch weniger positiv werden. Er 
nimmt von <= % für {= 0 ausgehend dem absoluten Betrage nach immer mehr ab und 
nähert sich für >» dem Werte <—= — d. Die Schwingung »klingt« in diesem Falle 
»ab«!). Das Weg-Zeit-Diagramm hat die in der Abb. 2 dargestellte Form. 


Ist dagegen 
(Xo — d) uU | < | . (X%o + d) Ug we XL, 


so kann der Ausdruck für x einmal Null und dann positiv werden, bis an der Stelle: 





® . 
/ \Uu uU 
(+ dus +% ( ua wo+ du 00 | 1 | 
er RETTEN TE. 0) 
u] ige 43 ! u (zo - d) 12 — xg \ (63) 
[2 [2 [3 > 
Üüg / 
: f , \ “ —_ Ug 
(#0 + d) 4 — 60 \ 19 (70 4 d) u —- / 
e R - ! 
uU — u2 ) U (rg + d) u2 — %0 \ / 


die Bewegung umkehıt. 
Ist nun &ı =d, so ist die Bewegung hier zu Ende, da der Umkehrpunkt in das 
Innere bzw. auf die Grenze des Haftbereiches fällt. Die Schwingung »stirbt ab« (Abb. 2a, 2b). 




















KTTOTLTT \ — 
\RA922Z2) (RA922Z2a]| 


Abb. 2. \hhb. ?a 
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Abb. 2b. Abb. 2e. 


Ist dagegen xı >d, setzt sich die Bewegung fort. Es zeigt sich aber, daß der 
Ausschlag & nicht wieder Null werden kann, daß vielmehr die Schwingung sich mit 
wachsender Zeit der Geraden © —=-+ d allmählich anschmiegt, also »abklingt«. (Abb. 2e). 

Im Falle des unsymmetrischen Kraftfeldes setzen wir voraus: 


2 > "—2Bd, -3yd? und 2 <a?— 2Pßdı -3Yydı? . . . (64) 


I, Den Terminus »Abklingen« einer Schwingung wollen wir gebrauchen, wenn die Schwingung 
sich asymptotisch der Grenze des Haftbereiches nähert und theoretisch erst nach unendlich langer Zeit 
zur Ruhe kommt. Im Gegensatz dazu reden wir von einem »Absterben«e der Schwingung, wenn sie 
nach endlicher Zeit zur Ruhe kommt, was dann der Fall ist, wenn ein Umkehrpunkt in das Innere bzw, 


auf die Grenze des Haftbereiches fällt, 
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und führen als abkürzende Bezeichnungen ein: 


22 f v2 ah a 3\ 18/7, 7 = \ ı9 / ) « 9\1l N 
IA (@ 2 Pdı 37 dy )J 5 zu ro (reell!) 12? \(£“ en 2 Bd, 2 3ydı | ı 2 V| 
u = SP 
tla =— o- i- Jo U° 4 if dla 


Die Beziehungen (64) charakterisieren eine einseitig aperiodische Bewegung, und 
zwar ist die Bewegung für den Hingang periodisch und für den Rückgang aperiodisch. 

Nach einer dem symmetrischen Fall ganz analogen Rechnung ergibt sich mit Hilfe 
der Anfangsbedingungen 


= % (% > 0); = m <oO) fürt=0 
unter den Voraussetzungen: 
—d)on Z% ;: %—d.)u = X 1) 
1X für die Schwingung das in der Abb. 3 dar- 


gestellte Diagramm. 

Man übersieht leicht, daß die vor- 
stehenden Betrachtungen mit unwesentlichen 
Aenderungen gültig bleiben, wenn einer der 
beiden Parameter 5 und y oder beide nega- 

-i tiv sind. 


5. Freie, quadratisch gedämpfte, 
pseudoharmonische Reibungsschwin- 
gungen. Die allgemeine Differentialglei- 








RAsız 23 chung der freien, quadratisch gedämpften, 
Abb. 3. pseudoharmonischen Reibungsschwingung 
lautet: 
X PX’ + a’ — px? YyxX’ + R=0° . u Gr (65). 


Der Dämpfungsfaktor hat hier wie die Reibung wechselndes Vorzeichen, für den 
Hingang gilt das positive, für den Rückgang das negative Zeichen. 

Es sei wieder «? > und «? >> y (1. Voraussetzung) und zunächst ? > 0; y>0. 
l’erner beschränken wir unsere Untersuchung wie bisher auf die Nähe des Haftbereiches 
2. Voraussetzung), der gegeben ist durch 


n 
dı TC da, 
wo dı und d, dieselbe Bedeutung haben wie in Gl. (4'). 

In der bekannten Weise und unter Beachtung der von v. Jgnatowsky’) an- 
gegebenen Lösungsmethode einer Gleichung von der Form 2 + 902°? + 4,2 = (0 ergibt 
sich das Gesetz der maximalen Ausschläge der durch die Gl. (65) charakterisierten Rei- 
bungsschwingung in der Gestalt: 


ei; X L] . ? X zus X, — r X ee Xa — (66) 


2 (01 day 2 (20 —dı) 2 (#1 - (dg) 
| +2 p(rı — do) 1—2p(ar2—dı) [+2 - 


p(xı - do) 

Da wir uns auf die Nähe des Haftbereiches beschränkt haben, die Größen (%,, —dı) 
und (&iy4ı — dr) (= 1,2,3,...) also »klein« sind, die dritten und höheren Potenzen der- 
selben demnach vernachlässigt werden können, kann das Gleichungssystem (66) in der 
Form geschrieben werden: 


Tr, 
6, m % + (2da t 4pd, R —+ 4 pXı (a zes 2d,) r 
; & , (64 ) 
Kun - — X%s Zu (2dı 4 pdı‘) — 4P%; 19 — 2 dı) \ 
= —% +(2d + 4pd; ” + 4P%; (X; — 2dı,) 
usw., woraus sich ergibt: 
1 (23—a5) $(rı + 2) 23 + a) — (1 —aa) Say + 0) — (a5 + 26)} 
er a En I 
4 (21 —x3) (73 — 25) (81 — 95) (68) 
(v2 - 3 Slam. On, WERE a NEN, RER —_ ze.) Er: Pe, RE FE ’ ı 
l 25 a) + 704 x +76) r3 g05 rs + %%6 (x7 + x)‘ \ 
) — . 
! 4 (23 — 25) (rs - a7) (03 — a7) 


') Es gelten entweder die beiden oberen Vorzeichen oder die beiden unteren zusammen. 
?) Vergl. Routh: Die Dynamik der Systeme starrer Körper, Bd. 1 8 488 bis 509. 
') Archiv für Math. u. Physik, Bd. 17 S. 338 bis 344, 











V, 


h. 
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usw. und 


)) 0) 1) 
1 (23° Y5 4 %ı +72 173 + zu): — \oaı — 2) I (ara r 24) —\I5 7 &6)j 
da = | 
2 3 Pi ıır +2 I) (4 + 2724 I — (xy — 13) ‚wa )—\rs +76) (69) 
> ‘ ‘ } ! \ « 
1 ea” 4 ’ (ara zu) u \dS 7 13°- u ! ! —- (17 rg’ \ 
da _— } f N 
2 es —ı& (#3 r; Is + Io’ N 25/95 +7 J 1 N 
u A) 
usw. Ferner 
) ! 
1 (m—a)ımı ta tra 4 — %6 {ag +a min Bu "4 
=: ‘ 
! 2-9) un) ma (7 
int DE 
1 u —I6! 1\V ra ) 28 rg t ( 4 04 j Ti IT’ \ 
{ ) rn) (a — as) (ar — as) 
00. RE . sr 2 in (» 1‘ 
usw. und d 1 ad) +) a rad u u) a2 +0 24 7 45/j 
ı = 
2 72 — 24) { 24 7 205) — \X6 + X7 N — (11T | + 2x3) -\aı +4: (7y) 
[1] J 
, ‘ n ’ r o 07 N { 
1 (N) Im tan) - (u tr) ar) rar) — (rs ta; \ 


dı=; insste) Eile -i. Dr (r ‚N . a) Ale A Be) 
y- ırı T6 Be "Tr 87,7 WAT 26 78) 1174 r 25 


| | 
usw, Im Falle des symmetrischen Kraiftfeldes gehen die Gl. (67) mit ?= (0 und damit 
d; = dı =d über in 


X 
u = — x +(2d+4pd?) +4paı (dı —2d) (73) 
x = %+(2d+4pd?) + 4p: (&s+2d) ie 
= —-% +(2d+4pd’) +4pX (% —2d), 
usw., woraus folgt: 
p- 1 (a2 + a3) faı + 202 +a3)} — (1 + 2) fan + 203 + wit 
4 (zı + 2x2) (a9 + 23) (a1 — 03 (73) 
1 — (a3 +2) {aa + 203 + mu} + (aa ta) {a3 + 2 tos)y \ ee 
Ar (02 + 3) (03 +0) a9 — 4) 
usw. und rn 1 (23° — x”) 27 } 202 t 23 + x? — a?) in + 2273 + x} 
= 2 — (292 _— 23) Irı — 2x9 } 23} + \7ı 7.29 1x2 + 2203 + "7 (74) 
] 1 a3 —ı Er +22 +24 29° — 13°) $73 + 274 + v;\ \ : 
en 2 23 + 2)! ag + 223 + 74, — (19 4 vr 1x3 + 2rı + X5\ 


usw. Den Inhalt dieser obigen Beziehungen können wir folgendermaßen ausdrücken: 


Bei einer freien, unsymmetrischen bzw. symmetrischen, pseudoharmonischen Schwin- 
gung, die durch eine quadratische Dämpfung und einen Coulombschen Widerstand 
gchemmt wird, gehorchen die maximalen Ausschläge — in der Nähe des Haftbereiches 
Gesetzmäßigkeiten, die in den Gleichungen (68) bis (71) bzw. (73) und (74) ausgedrückt sind. 

Die Konstanz dieser aus den maximalen Ausschlägen gebildeten Quotienten ist eine 
notwendige Bedingung für das Vorhandensein einer quadratischen Dämpfung und einer 
konstanten Reibung. 

Indem wir die für die linear gedämpften und für die quadratisch gedämpften, 
unsymmetrischen bzw. symmetrischen, pseudoharmonischen, freien Reibungssch wingungen 
gewonnenen Ergebnisse beachten, ergibt sich folgendes: 

Lassen wir nur lineare oder quadratische Dämpfung zu, was durch die Erfahrung 
im allgemeinen als berechtigt erscheint, so sind die Bedingungen, welche sich für das 
Vorbandensein eines Coulombschen Widerstandes und einer linearen bzw. quadratischen 
Dämpfung zunächst als notwendig ergeben haben, auch hinreichend, denn die Konstanz 
der Differenzenquotienten für die lineare Dämpfung [(50) bzw. (57)| zieht nicht die 
Konstanz der für die quadratische Dämpfung charakteristischen Quotienten [(68) bis (71) 
bzw. (73) und (74)] nach sich und umgekehrt. 

Die Konstante der Quotientenserien (68), (70) bzw. (73) liefert sogleich den 
Dämpfungsfaktor p, und zwar im unsymmetrischen Fall auf zwei verschiedene Weisen, 
wodurch eine Kontrolle ermöglicht wird, und die Konstanten der anderen Quotientenserien 
(69), (71) bzw. (74) liefern die Ordiraten da und dı bzw. d des Hafıbereiches, welche aus 


R = a? V. (dı H- d,) i R . . . . (75) 


) 
5 
bzw. a6 a? : 
Bde „u rer KIM) 
r > 


die konstante Reibung A zu berechnen gestatten. 
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Die Schwingungen sind nicht isoehron; ihre Dauer hängt vom Anfangszustand ab. 
Die Schwingungszeit der n-ten Halbschwingung ist durch 
IT 


m ir 1 BA NM ..uk 


dr 


=] 
-] 
a 


(n = 2, 3,4,..:, o—= | für n ungerade, 0 = 2 für n gerade) 
im unsymmetrischen Fall bzw. durch 


7T 


Ta — il 1 I’ pp (mn-ı + (- "tr! . a 
. n=32, 3,4...) 
Aa im symmetrischen Fall gegeben '). 
Die Gleichungen (77) bzw. (77) 
BR Zu lehren, daß die Schwingungszeit sich 
mit abnehmender Amplitude vergrößert, 
l aber stets kleiner als z/“, bzw. rz/dz 
, bleibt. 
/ v»fbeschw) Auch hier kann man sich wieder 
B4 leicht überzeugen, daß die Betrachtun- 
gen dieses ÄAbschnittes im wesentlichen 
gültig bleiben, wenn einer der beiden 
€ > Parameter oder beide negativ sind. 
Als ein einfaches Beispiel einer 
1% freien, quadratisch gedämpiten, pseudo- 
harmonischen Reibungsschwingung be- 
Abb. 4. trachten wir die Bewegung eines Massen- 
punktes auf einem lotrechten Kreise 
(einfaches Pendel) unter Berücksichtigung der Reibung’). 
Die Masse des Punktes sei I. Mit den" aus Abb. 4 ersichtlichen Bezeichnungen 
ist der Normaldruck gegeben durch: 


u | 
I 


RA9227 


N— gcC0Ss W +/0 ar } \ ’ ® i . (78). 
B deutet /f den Reibungskoeffizienten ‘), so lautet die strenge Bewegungsgleichung 


9+- ° sin® + A EEE 1 E  e ;. ; ; ° 
l l 


oder indem wir sin und cos durch ihre Reihen ersetzen und die höheren als 3. Potenzen 
vernachlässigen: 
.. . fı ” 7] z . 
ı) +- 1} ı 1 9 ı) -F g I — NW s ri Es = U . . : : (79’). 
l 21 61 Al 

Diese Gleichung ist vom Typus (65); die durch sie charakierisierte Schwingung 
ist aber trotz des quadratischen Gliedes des Ausschlages ® symmetrisch, weil bei Be- 
wegungsumkehr auch der Koeffizient 9° sein Vorzeichen ändert. Die Reibung ist hier 
nicht konstant, weil es der Normaldruck nicht ist; sie wirkt erstens in dem konstanten 

f . 
® f} [#7 . [) ” “ . .. 
ıliede + und zweitens in dem Gliede + fV° der quadratischen Dämpfung. 

Der Koeffizient von V* ist nicht analytisch; für den Hingang gilt das obere, für 
den Rückgang das untere Vorzeichen. Da aber in den allgemein abgeleiteten Formeln 
das Vorzeiehen von P keine wesentliche Rolle spielt, sind sie auch auf diesen Fall anwendbar. 

Die Ordinate des Haftbereiches [vergl. Gl. (18)] ergibt sich zu: 


o—=fil . ur f’; e i ; j ; . : r . i (80) 
und das Quadrat der Schwingungsfrequenz zu 
(tga°® - gti! 4 fd 11, 0°% 2 ; i . ; . . (81) 
endlich ist der maximale Ausschlag der n-ten Halbschwingung durch den vorhergehenden 
(n — 1)-ten bestimmt nach der Rekursionsformel: 
319% ( n=! 
9 0 2 Ban + N 3 = EB (82 
| a Is 1 n f Fat nu { e 1 »=1 097 \ 
I) Wegen der Bedeutung von a;. «s, az siehe Gl. (9), (13), (19). 


“) Vergl. Th. Pöschl, Handbuch der Physik, Bd. 5, 8. 492. 
) Wir nehmen den Haft- und Gleitreibungskoeffizienten als gleich an. 
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Wirkt außerdem auf dem Massenpunkt eine konstante Tangentialkraft derart, daß 
das statische Gleichgewicht in einer Entfernung 7 aus der Lotrechten stattfindet, so lautet 
die strenge Bewegungsgleichung unter den sonst gleichen Umständen: 


fg 


+ ü sind - cost - fV’— € N A  : } 


oder mit = Ö9—n und denselben Vernachlässigungen wie oben: 


.. | ® 9Q ! d - fg . z g j fg u 
PET HN „cosy Tr siny|—g°|, sinn Lt ,,cosy| 


.[# fe ...i,fo 
g° co87—sinn|- can=0. . (83). 
61 ! 4 l 
Damit eine Schwirgung möglich ist, muß die Bedingung 
1 >ftg 


erfüllt sein, weil nur dann der Koeffizient von 7 stets positiv bleibt. 
Die Ordinaten des Haftbereiches (Gl. 4) ergeben sich zu 


af? + Yaften) Ä /f?—"/afte | 
ut _ fire, „+ Site. end | (84) 
1: ften | I—-fter)® ) (+ ftgn | (1+ften® ) 
und die Quadrate der Schwingungsfrequenzen zu (Gl. (9) und (13')): 
FR q7 > . P [7 > \ rg 
0’ = - cos y — Xı (f, 7) a,? en Ally): : : ne 
mit 
heiten — (ten +Ndı — "a lı—ften) di?! (85') 
be (fy) = I+ftgn tg ı -f} Öy — /a(1+ ftgn) 8°?) 
und endlich die Rekursionsformel für den maximalen Ausschlag der n-ten Halbschwinpgung: 
( ( 2 [k em ‚pr i 
I, = du — ne ee ne 
I »4 (= 1" FlOn-ı - dr] 
(n=2,3,4.., _=|1 für n ungerade, o—2 für n gerade.) 


6. Experimentelle Bestätigung der bei den freien, linear gedämpften, 
pseudoharmonischen Reibungsschwingungen gefundenen Amplitudengesetze. 
Die Gesetzmäßigkeiten, denen Ausschläge der symmetrischen und unsymmetrischen, 
pseudoharmonischen, freien, linear gedämpften Reibungsschwingungen genügen, wurden 
durch Beobachtung einer symmetrischen und unsymmetrischen Pendelschwingung bestätigt. 
Die Versuche, die lediglich die Brauchbarkeit einiger in der vorliegenden Arbeit ent- 
wickelten Formeln für die experimentelle Ermittlung des Dämpfung-faktors und der kon- 
stanten Reibung nachweisen sollten, wurden mit einfachen Mitteln ohne feinere Beob- 
achtungs- und Meßmethoden durchgeführt. Es würde sich wohl verlohnen, Präzisions- 
messungen mit den Mitteln der physikalischen Experimentiertechnik anzustellen, ins- 
besondere auch durch Zeitmessungen und Registrierung des Schwingungsablaufes im 
einzelnen (etwa auf photopraphischem Wege) die Berechnung der Schwingungsparameter 
zu verschärfen. 

Die experimentelle Aufgabe bestand darin, die Umkehrpunkte einigermaßen genau 
zu bestimmen. Indem an der Pendelstange ein Uebergewicht angebracht wurde, wurde 
die Schwingungsdauer und damit die Genauigkeit der Ablesung der Umkehrpunkte ver- 
größert. Dabei war zu beachten, daß die Schwingung, die durch eine lineare Dämpfung 
und eine konstante Reibung gehemmt wurde, nicht zu schnell zur Ruhe kam, denn es 
ist eine gewisse Anzahl von Umkehrpunkten erforderlich, um die Konstanz der Differenzen- 
quotienten (Gl. (50) und (57)) feststellen zu können. Die Genauigkeit der Ablesung der 
Umkehrpunkte konnte also nicht beliebig gerteigert werden. Daß sie ausreichte, die 
gefundenen Gesetz zu bestätigen, zeigen die folgenden Versuche. 


a) Symmetrische Pendelschwingung. Die Untersuchung der symmetrischen 
Pendelschwingung wurde an einem Pendel ausgeführt, das aus dem von Fr. Döhle und 
G.v. Hanffistengel angegebenen Universal-Mechanik-Modell »Pantechn «') konstruiert 
worden war. Als Pendelkörper diente eın Metailstab, an dessem unterem und oberem 
Ende zur Ausgleichung der Schwingung Gewichte angebracht waren. Das Pendel ruhte 


I) Herausgegeben von der Technisch - Wissenschaftliehen Lehrmittelzentrale. Berlin NW 87, 


Sickinger Str. 24, 
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auf einem Rollager. Durch Anbringung einer verhältnismäßig großen Pappscheibe an 
der Pendelstange quer zur Schwingungsebene erzielten wir die lineare Dämpfung. Die 
konstante Reibung wurde dadurch erzeugt, daß die Pendelstange an einem straff gespannten 
Faden!) entlang gleiten konnte. Durch hinreichend straffe Spannung des Fadens wird 
erreicht, daß die Pendelstange überall nahezu mit demselben Druck auf dem Faden 
lastet, daß die Reibung überall nahezu konstart wird. 

Für die Umkehıpunkte ergaben sich die in der folgenden Tabelle angegebenen 
Werte. In der Kolonne A stehen die Umkehıpunkte selbst, in der Kolonne B ihre 
Differenzen- und in der Kolonne (Ü ihre einfachen Quotienten?). Ausführlich: 
























































A B C 
1 Tv t X r3 L; %ı :% 
#4 u 22 2 Ca ı % 
) N ) u Ser =. X3 %, 
i l 2 . a 
I, 8, ’ . 8! 
) on , "A vs 
23 — a 
I Il III I \ V VI VIl 
\ B ( \ B ( \ B ( A B Ü \ B ( \ B Ü A B C 
I. 94,00 0,91 1,2954,00 0,97 1,2983,96 0,93 1,2554,00 0,94 1,2954,06 0,92 1,3154,07 0,92 1,2984,00 0,94 1,30 
2. 9,10 0,91 1,4083,10 0,96 1,3983,10 0,90 1,4053,10 0,94 1.373,10 0,90 1,3983,15 0,94 1,373,05 0,92.1,42 
3. #2,21.0,94 1,5852,22 0,98 1,6152.20 0,93 1,58#2,25 0,93 1,5592,22 0,94 1,5852,30 0,93 1,5352,15 0,92/1,62 
ti. 1,40 2,1981,37 2,5 51.39 1,7851,45 2,0781,40 2,2251,50 1,9751,32 2,4 
5. 1,64 0,53 0,78 0.70 0.63 
VIIt IX N XI XII XIII XIV 
A B © A B Ü A B Ö A B © A B C A B C A Bi C 
1. 93.95 0,94 1,2954,00 0,90 1,3354,00 0,90 1,33]H,13 0,92 1,3394,00 0,90 1,3354,08 0,92 1,3594,00 0,95 1,33 
2. 1,05 0,94 1,3583,00 9,91 1,42P,00 0,88 1,4253,10 0,89 1,4453,00 0,94 1,4253,05 0,89 1,4553,00 0,89 1,46 
3. 62,20. 0.92 1,5782,10 0,94 1,6452,10 0,94 1,6152,15 0,94 1,655]2.10 0,92 1,.6852,10 0,94 1,6852,05 0,88 1,70 
I 51,40 2,1281,28 2,5151,30 2.381,30 26 #1,25 2.6681.25 3,1281,20 2,66 
5. P,66 0,51 0.55 0,50 0,47 0,40 ‚45 
Damit 
BE EEE . : Pi RR 


Die Differenzenquotienten (Kolonne B) sind also nahezu konstant, die einfachen 
nicht, hier ist deutlich ein Gang bemerkbar, wie es nach Abschnitt 4 auch sein muß. 

Nach der in Abschnitt 4 angegebenen Vorschrift berechnen wir den linearen 
Dämpfungsfaktor A und die konstante Reibung R. Für die Systemkonstanten ergibt sich 


@? —= 14,79 (sek”?), 7 = 0,00057 (em?sek“”) . . . .....(83). 
Aus S und den ÖOrdinaten der Umkehrpunkte bestimmen wir d aus (59) zu 
Bu ; » “7 ara 


Damit und mit (87) und (88) finden wir aus (58) und (60) 
= 0,0557 (sek), R=5,6l (em, sek”) . . 2 ..2..(90). 

Zur Kontrolle wurde eine zweite Meßreihe aufgenommen, bei welcher die konstante 
Reibung durch Entfernung des straff gesparnten Fadens ausgeschaltet war. Der Roll- 
widerstand wurde als unmerklich gering vernachlässigt. Für den Dämpfungsfaktor 
ergab sich derselbe Weıt wie vorher, wie es auch sein muß. 

Für die Umkehrpunkte fanden wir die in der folgenden Tabelle angegebenen 
Werte. In der Kolonne A stehen sie selbst, in der Kolonne B ibre einfachen, in der 
Kolonne C ihre Differenzenquotienten. 

) Der Faden war geradlinie gespannt. 

?) Es werden nur einige der aufgestellten Versuchsreihen angegeben. 
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A B Ü A B Ü A B C A B C 
B, 1,10 1,047 1,00 1,20 1.052 0,83 1,25 1,051 0,83 1,25 1.056 1.00 
2. 1,05 1,05 0,80 1,14 1,046 0,80 1,17 1.044 0.80 1,19 1.053 083 
3. 1,00 1,041 0,75 1,09 1,038 1,00 1,12 1.055 1,00 1,13 1,046 1,00 
4, 0,96 1,032 1,33 1,05 1.039 1,00 1,08 1,038 1,25 1,08 1,048 1,00 
5 0,93 1,044 1,00 1,01 1.041 1,00 1,04 1.050 0,80 1,03 1,051 0,80 
6. 0,39 1,047 0,75 0,97 1,043 1,00 0,99 1,042 1,00 0,98 1,043 1.00 
‚® 0,85 1.038 1.00 0,93 1,045 1,00 0,95 1,044 1,00 0,94 1,044 0,75 
8. 0,82 1,038 0,89 1,047 0,91 1,046 0,90 1,034 
9. 0,79 0,85 0,87 0,87 

Damit 

S'’ == 1,089 +£ 0,0076 -. » : 2: .: 2... fl) 


Es sind also die einfachen und damit auch die Diiferenzengaotienten nahezu kon- 
stant, wie es sein muß. 


Der lineare Dämpfungsfaktor 4 ergibt sich zu 
). = 0,057, (sek”'), 


also nahezu in Uebereinstimmung mit Gl. (90). 


Es ist bemerkenswert, daß man mit diesem einfachen mehr fir Demonstrations- 
zwecke bestimmten Apparat »Panteehno« auch quantitativ gut befriedigende Resultate 
erzielen konnte. 


b) Unsymmetrische Pendelschwingung. Die unsymmetrischen Pendelschwin- 
gungen wurden an einem Pendel aus dem Physikalis hen Institut Jena beobachtet, welches 
jür Vorlesungszwecke bestimmt ist und von Herrn Prof. Dr. M. Wien freundlichst zur 
Verfügung gestellt wurde. 


Wir beschreiben die Versuchsanordnung: Die Pendelstange ruht auf einer Schneide, 
die zur Schwingungsebene nicht genau senkrecht steht. Hierher rührt die Unsymmetrie 
der Schwingungen. Zwischen dem unteren Ende und der Drehachse ist ein verschieb- 
bares Gewicht angebracht, durch welches die Schwingungsdauer reguliert wird. Die 
lineare Dämpfung wird durch eine Scheibe hervorgerufen, welche sich am unteren Ende 
der Pendelstange befindet und in Luft bzw. Wasser oder einer anderen Flüssigkeit ein- 
taucht. Weiter ist am unteren Ende der Pendelstange ein Bleistift befestigt, der die 
Umkehrpunkte auf einem Stück Papier, das längs einer Unterlage parallel zur Schwin- 
gungsebene verschoben werden kann, aufzeichnet. Dadurch wird konstante Reibung 
erzeugt, vorausgesetzt, daß der Bleistift überall nahezu den gleichen Druck gegen die 
Unterlage ausübt, was mit einiger Genauigkeit erreicht werden kann. Außerdem wird 
noch konstante Reibung, wie im Falle der symmetrischen Pendelschwingung, dadurch 
hervorgebracht, daß die Pendelstange an einem straff gespannten Faden gleitet. 


Für die Umkehrpunkte ergeben sich die in der folgenden Tabelle angegebenen 
Werte. Das Schema der Tabelle ist dieses: 


A B ( 
l Li | X 85 1 4 ! 
2 X) 2 73 2 > U; 
3. %ı „9, Bam X, :2 
. 23 
4, TC , | %- l 
i | 27 -» 50 
%. % 3. r ! 
y e rn 9. %, 2 
0. %s 7 y 
) } 
4 * Er T6 
i L- ri 2 
h i 2 1. %:9 
y sy 5 u } 
. by 
s = 4 Cy 
TG — 78 
9. %o d. 


ir — 6 
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Luftdämpfung. 





























| 11 III IV V VI 
A B (! A B ( A B Ü A B Ö A B ÜC A B CÜ 
I. 86,25 1,051 1,14686,45 0,958 1,11486.08 0,971 1,08757,55 1.051 1,17785,65 0,928 1,13085.95 0,972 1,081 
2: 95,45 0,866 1,25515,79 1,087 1,15355.60 1,088 1,10 116.24 0,965 1,25055.00 1,000 1,16445,50 0.944 1,092 
3. 84.90 1,056 1,31355.25 1,28154,68.0,952 1,16 756,00 0,977 1.30814,25 .26084.48 0.962 1,150 
» ,98:0,004 1.,63054,55|1,088 1,50054,25 1,0537 1.187.580 0.895 1.417 7B.65 0.970 t.10 1.035 1.269 
>. 1,48 0,954 1.112H1.10|0.961 1,1023.32 0.928 1.19754.58 1,04082.95 1,17695,05 0,031 1,227 
h 2.65 1.14333.20 1,109 2,85 1.25083,50 1,04792,34 1.23 782,65 1,344 
1: m.25 1,17 782,85 1,11981,54 1,54855,25 1,07681,65 1,4 1S51,65 1,606 
g 1.38 1.152111 .,90 1,55 3.650482.20 1.128 1,30 3,714 
9. 10,95 0.43 1.95 0,35 
Damit U, U = 0,98ı # 0.059 . . 2: 2 2 2.2... (92). 


Die Differenzen«uotienten der positiven und negativen maximalen Ausschläge sind 
also je für sich konstant, und zwar gleich derselben Konstanten U, U,, während die ein- 
fachen @Quotienten der positiven und negativen maximalen Ausschläge je für sich nicht 
konstant sind. 

Wasserdämpfung 





























) Il III | V \ VI 
A B (' A B Ö \ B Ö \ B # \ B Ö A B ( 
l 7,30 0,777. 1,10688,50 0,760 1,24055.90 0,878 1.20488.30 0,533 1,27 188.30 0,936|1,18587,28 0,894 1,170 
2. 17,05 .0,828 1,13 256.85 0,885 1.31914.90 0,793 1.28 756,55 0.825 1,25257.,00 0.772|1.23956.22 0,325 .1.200 
>. 1,50 1.111446.20 1.34834.25 1,17531.90 1.27855.95 1,2509,10 1,185 
ti. 584.90 0.720 1.70 0,651 3,30. 0,876 1,60. 0,803 t,380 0,818 1.25 0.812 
9. 93,80 1,27081,45 1,10452,S0 1,10583,91 1,10683,75 1,17683,15 1,219 
6. 83,55 1.289853.20 1,.10681.90 1,17583.05 1,17693,00 1,28 052,65 1,349 
7. P,35 1.12592.00 1.13981.65 1.15292.25 1,35512,05 1,46391,54 1,720 
Damit UU=0,81, 0.06h . .. re 


Wir finden auch hier die Konstanz der Diiferenzenquotienten und die Veränder- 
lichkeit der einfachen Quotienten bestätigt. 

Es sei mir gestattet, auch an dieser Stelle meinem hochverehrten Lehrer Herrn 
Prof. Dr. Winkelmann für die Anregung zu der vorliegenden Arbeit und die freundliche 
Unterstützung bei der Anfeıtigung derselben herzlichen Dank zu sagen. 922 


Die Maximalmomentenfläche eines Gerberschen Balkens. ') 
Von DOROTHEA STARKE in Jena. 


ie Frage nach den Maximalmomenten an den Querschnitten eines einfachen, zwei 
fach gestützten Balkens unter Verkehrslast wurde schon von Culmann behandelt‘). 

Eine besonders übersichtliche Gestalt erhielt die Lösung durch R. v. Mises’) und 
später nochmals — anscheinend unabhängig — auf einem anderen (geometrischen) Wege 
durch W. Vogt‘). 

Für einen Gerberschen Balken scheint jedoch bis jetzt eine exakte mathematische 
Lösung dieser Aufgabe nicht bekannt zu sein. Müller-Breslau schreibt in bezug auf 
den Gerberschen Balken in seiner »Graphischen Statik der Baukonstruktionen«: »Die 
gefährlichsten Zuganordnungen und Zugstellungen werden .... durch Probieren bestimmt.«°) 


I) Jenaer Doktordissertation, Referent: Prof. Dr. Winkelmann. 
’) Friedrieh Sehur, Vorlesungen über graphische Statik, Leipzig 1915, Abschn. 16, S. 68. 


») R. v. Mises, Dinglers Polytechnisches Jourral 1906 Bd. 321, Heft 38, S. 595. 
) w. Vogt, Zeitschr. d. V.d 1.1913. Bd. 57, Nr. 16, S. 620. 
>) Müller-Breslau: Statik der Bankonstruktionen, Leipzig 1912, Bd. 1, Abschn. 6,8. 264. 
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In der folgenden Abhandlung soll nun ein sachgemäßes und begründetes Kon- 
struktionsverfahren für die Maximalmomententfläche eines Gerberträgers abgeleitet werden. 

Zunächst wird die Aufgabe auf die Untersuchung eines Auslegerbalkens reduziert. 
Da an den Querschnitten eines Auslegrerbalkens sowohl positive als auch negative Bie- 
gungsmomente herrschen können, so handelt es sich um die Konstruktion zweier Flächen: 
einer Fläche der negativen und einer Fläche der positiven Maximalmomente. Die Fläche 
der negativen Maximalmomente erstreckt sich über den ganzen AÄuslegerbalken, die 
Fläche der positiven Maximalmomente dagegen nur über ein Stück zwischen den Mittel- 
stützen des Auslegerbalkens, da nur zwischen den Stützen positive Momente auftreten 
können. Diejenigen Stellungen eines über einen Gerberschen Balken wandernden 
l,astenzuges, in denen eine Last über Anfang oder Ende eines der an einen Ausleger- 
balken anschließenden Koppelträger steht, nennt man »kritische Stellungen«, die zuge- 
hörigen Schlußlinien >»kritische Schlußlinien«. Es läßt sich nunmehr zeigen, daB negative 
Maximalmomente nur in den kritischen Stellungen auftreten können. Ein Vergleich der 
kritischen Momentenflächen untereinander liefert daher gleichzeitig die Zuordnung!) der 
(Juerschnitte zu den einzelnen kritischen Stellungen sowie die negative Gesamtmaximal- 
momentenfläche. Für die Qaerschnitte der Ausleger, der überkragenden Enden des Aus- 
legerbalkens, läßt sich mit Hilfe eines Analogieschlusses aus den Verhältnissen am ein- 
fachen Balken von vornherein die Zuordnung der (Querschnitte zu bestimmten kritischen 
Stellungen angeben. 

Die Stücke der positiven Maximalmomentenfläche, die einem Wandern des Lasten- 
zuges zwischen je zwei kritischen Stellungen entsprechen, können mit Hilfe von ideellen 
ruhenden Belastungen ermittelt werden. Ein Zusammensetzen dieser Teilflächen liefert 
die Fläche der positiven Maximalmomente des Auslegerbalkens. 

/,ı der positiven, sowie zu der negativen Gesamtmaximalmomentenfläche läßt sich 
stets die zugeordnete Scherkräftlinie und somit eine zugeordnete ideelle ruhende Be 
lastung angeben, die man der wirklichen ruhenden Belastung des Balkens hinzufügen 
kann, so daß die maximalen Momente des Balkens unter einer ruhenden Belastung und 
einer gleichzeitigen Verkehrslast durch Konstruktion. einer einheitlichen Fläche erfaßt 
werden können. 

Im letzten Teil der Arbeit wird die Zuordnung der (uerschnitte sowie die Kon- 
struktion der Maximalmomentenflächen für den Gerberschen Auslegerbalken unter einem 
gleichmäßigen stetigen Lastenzuge behandelt. 


1. Reduktion der Aufgabe auf die Untersuchung eines Auslegerbalkens. 
in Gerberscher Balken ist aus einem durchgehenden, auf mehr als zwei Stützen 
ruhenden Träger dadurch entstanden, daß man diesen durch Einschalten von Gelenken 
wieder in einen statisch bestimmten Balkenkomplex verwandelt. Es läßt sich zeigen, daß 
man zu diesem Zweck ebensoviel Gelenke anbringen muß, wie Mittelstützen vorhanden 
sind. Dabei dürfen aber nicht mehr als zwei Stützen oder zwei Gelenke direkt aufein- 
ander folgen und Abschnitte zwischen zwei Stützen, die Gelenke enthalten, müssen mit 
Abschnitten ohne Gelenke abwechseln, damit das Balkengefüge nicht labil wird. Die 
einzig möglichen Arten von Teilbalken eines solchen Gerberträgers sind somit die 
Koppelträger (Abb. 1a und 1b) und die Auslegerbalken (Abb. 2a und 2b). Abb. er- 
schöpft alle möglichen Arten der Anordnung dieser Teilbalken. 




















L BE 4 m En RE 
a 0 a 
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Abb. 1a und 1b. 


Aus der Gestalt der Einflußlinie für das Biegungsmoment eines Koppelträgers 
(Abb. 4) erkennt man, daß der Koppelträger auch in bezug auf das Auftreten von Maxi- 


) Der Ausdruck »Zureordnet« sei in dem Sinne von W. Vogt so gebraucht. daß die Stellung 
des Zuges, die an einem Querschnitt @ ein maximales Biegungsmoment hervorruft, als diesem Quer- 
schnitt und diesem Biezungsmoment zugeordnet bezeichnet wird. 
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malmomenten genau so zu behandeln ist, wie ein 
A A ’ einfacher, zweifach gestützter Balken ',. (Die Ge- 
7 9”? 5 lenkdrucke entsprechen den Auflagerreaktionen.) 
, Es gilt also auch für diesen Teilbalken wie füc 
den einfachen Balken der Satz von Asimont: 
‚Teilt man den Balken im Verhältnis der Lasten 
eines über ihn beweglichen Lastenzuges, so trifit 
für einen Punkt jedes Teiles das Maximum des 
Biegungsmomentes ein, wenn die dem Teil ent- 
\bb 2a und:«2h, sprechende IJ,ast sich über dem Punkte befindet, 
{ir den Teilpunkt selbst, wenn die Strecke 

zwischen den beiden 
Lasten ihn enthält ?).« 
Abb. 5 (die Einflußlinie 
für das Biegungsmoment 
ti eines Auslegerquerschnit- 
ri tes) und Abb. 6 (die Ein- 

| | flußlinie für das Bie- 
| gungsmoment eines (Quer- 
AR m» / Ing schnittes zwischen den 
\, t Mn All Mm Mi Mittelstützen B und (©) 
| 
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A zeigen, daß die Momente 

der Querschnitte eines 

Auslegerbalkens außer 

Abb. 4. von den auf den Aus- 

legerbalken selbst wirkenden nur noch von den über den anschließenden Koppelträgern 

stehenden Kräften abhängig sind. Die Untersuchungen können sich also auf die Ermitt- 

lungen der Maximalmomentenfläche eines von zwei Koppelträgern eingeschlossenen Aus- 
legerbalkens beschränken. 


- 
—... 
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Abb. 5. Abb. 7. 


I. Teil: Der Gerbersche Balken unter einem aus Einzellasten 
bestehenden Lastenzuge. 


2. Die Zuordnung der Querschnitte eines Auslegers zu den Stellungen 
eines beliebigen Lastenzuges. Ein Vergleich zwischen der Gestalt der Einflußlinie 
für das Biegungsmoment an dem @Wuıerschnitt eines einfachen, zweifach gestützten Balkens 
(Abb. 7) mit der Einflußlinie für das Biegungsmoment an einem Auslegerqnerschnitt 
(Abb. 5) führt zu einem Analogieschluß: 

Eine Einflußlinie ordnet jeder Stellung einer Last das durch sie hervorgerufene 
Biegungsmoment als Ordinate zu. Die Höhe der Einflußlinie ist proportional der Größe 
der Last. Das maximale Biegungsmoment unter einem Lastenzuge von n Lasten tritt an 
einem Querschnitt für die Stellung des Lastenzuges ein, für die die Summe der Einfluß- 


I) Ueber die Konstruktion einer solehen Maximalmomentenfläche vergl. die unter Anm. 2 oder 
die unter Anm. 3 (S. 130) angegebene Arbeit. 
2), Friedrich Schur, Vorlesungen über graphische Statik, Leipzig 1925, Satz 24, S. 70. 
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ordinaten der einzelnen Lasten ein Maximum erreicht. Hieraus folgt, daß bei gleicher 
Form dieser Einflußlinien (wie in Abb. 5 und 7) der gleiche Lastenzug bei analoger 
Stellung das Maximalmoment hervorbringen muß. Die Analogie besteht hier in folgendem: 
Es entspricht der Gesamtlänge ADB des einfachen Balkens die Strecke AQ, der Vertikalen 
durch den Querschnitt Q, die Vertikale durch das Gelenk @ des Gerberträgers. Der 
für den einfachen Balken bestehende Satz von Asimont überträgt sich folgendermaßen: 


Satz I: Teilt man die Strecke AQ im Verhältnis der Lasten eines über 
den Gerberschen Balken wandernden Lastenzuges von n Lasten (kı, ka, ks, 
... k,)'), so tritt an dem Auslegerquerschnitt @ dann das Maximalmoment 
auf, wenn diejenige Einzellast über dem Gelenk @ steht, die dem das Ge- 
lenk @ enthaltenden Abschnitt entspricht‘), 

Für diejenigen Querschnitte z, #=0,1,2...n) des Auslegers, für die bei der 
Einteilung das Gelenk @ gerade auf einen Teilstrich fällt und die Teilungsqjuerschnitte 
genannt werden sollen, tritt das Maximalmoment solange ein, wie die den beiden dem 
Gelenk benachbarten Abschnitten entsprechenden Kräfte das Gelenk einschließen. Es ist 
der erste dieser Teilungsquerschnitte z, identisch mit G, der letzte liezt im Unendlichen 
Für einen beliebigen Teilungsquerschnitt gilt die Gleichung: 

AG:Gr, = (k, + ku-ıt:..+Kk,ı 1) : (k, + k,-ı+...+% + k)=K,„K,:K, Ko 
oder Ar,ıtG=2Z:ik: ik —=K„Ko:KoK,. 
| 1 

Satz I liefert zunächst nur ein Gesetz über die Entstehung des Maximalmomentes 
an jedem einzelnen Querschnitt &; denn für jeden neuen Querschnitt muß die Einteilung 
einer anderen Strecke AQ vorgenommen werden. Jedoch bewirkt an allen denjenigen 
(Juerschnitten, für die das Gelenk @ in einen der gleichvielten Kraft entsprechenden Ab- 
schnitt fällt, die gleiche Stellung des Lastenzuges das Maximalmoment. Daraus folgt: 


Satz II: Teilt man für jedes vr (—0,1,2,...n) den an den zu unter- 
suchenden Ausleger anschließenden Koppelträger äußerlich im Verhältnis 


n y > 

Nik:Nik, (= K,uKo:KoK,, so daß durch die Teilpunkte der Ausleger ein- 
| 1 P 

geteilt wird, so tritt an allen Auslegerguerschnitten zwischen zwei Teil- 


punkten 7,-, und z, dann das maximale Biegungsmoment ein, wenn die 
Kraft %, über dem Gelenk steht, an einem Teilungsquerschnitt 7, selbst, 
solange die Kräfte k,,, und k, das Gelenk einschließen. 


x 
NS 


Die Festlegung der Teilpunkte 
r, geschieht wohl am besten nach 
dem in Abb. 8 gezeichneten Schema. 
Es wurden hier von A aus die Größen 
der Lasten des Lastenzuges im gleichen 
Maßstabe nacheinander auf einer Ge- 
raden aufgetragen. Zu den Verbin- 
dangslinien @ K, werden durch den 
Endpunkt Ko des Kräftezuges Par- 
allelen gezogen. Deren Schnitte mit 
dem Ausleger ergeben die Teilpunkte. 


Satz Ill. Sieht man die von 
(‚ nach den KÄ, und die von Ab 
nach den Punkten z, gehenden Abb. 
Geraden als Strahlen zweier 
projektiver Strahlenbüschel an, so kann man sagen: Zwei benachbarte 
Strahlen des Büschels durch G@ schneiden aus dem Kräftezug diejenige 
Kraft aus, die — über @ stehend — das Maximalmoment an den durch die 
parallelen Strahlen des Büschels durch A, aus dem Ausleger ausgeschnitte- 
nen Querscehnitten hervorruft. 











8 


I) Die Bezeichnung werde dabei stets so gewählt, daß bei einem Wandern des Lastenzuges vom 
Koppelträger auf den Ausleger die Kraft kı zuerst das Gelenk überschreitet. 

2) Dieser Satz gilt jedoch nur, wenn der laastenzug kürzer als das Balkenstück AQ ist; denn 
der Asimontsche Satz gilt auch nur, wenn der Lastenzug kürzer als der einfache Balken AV ist, 


) 
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3. Die Maximalmomenitenfläche eines Auslegers. Nach den bisherigen Be 
trachtungen läßt sıch die Maximalmomentenfläche für die Querschnitte ‘eines Auslegers 
zeichnen. Man zeichnet zunächst den Kräfteplan (Abb. 9a) und das Seilpolvgon (Abb. 9b). 


Für den Lastenzug kı,ks,...k, in gewohnter Weise (in Abb. 9 wurde ein Lastenzug 

Hn % a u 1 2 

U /U4 /U3 /W9 /’U1 
” en n 
| r 
| 
| 

pP 























\hbb. 9a Abb. 9b. 




















Abb. 10. 


von 4 Lasten gewählt), Dann schiebt man das Blatt mit dem Seilpolygon unter ein 
Blatt transparentes Papier, auf dem man (Abb. 10) den Ausleger nebst anschließendem 
Koppelträger aufgezeichnet und den Ausleger vom Gelenk an durch die 7, eingeteilt hat. 
Man läßt zuerst die Wirkungslinie der Kraft k, mit der Vertikalen durch G@ zusammen- 
fallen und zeichnet das (durchzupausende) Seilpolvgon und das zugehörige Stück der 
Schlußlinie zwischen der Vertikalen durch G@ und der Vertikalen durch 7, auf das trans- 
parente Papier auf. Dann rückt man das untere Blatt weiter, bis die Wirkungslinie von 
k3 mit der Vertikalen durch @ zusammenfällt und zeichnet jetzt das Stück des Seilpolygons 
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und das Stück der neuen Schlußlinie, das zwischen den Vertikalen durch 7, und z; liegt, 
usf.!). Soret man dafür, daß das Seilpolvgonstück eines neuen Abschnittes stets an das 
Seilpolygonstück des vorbergehenden Abschnittes direkt anschließt, so muß auch die neue 
Schlußlinie stets direkt an die alte anschließen; denn: das Stück der Vertikalen durch 
z,, das von Schlußlinie und Seilpolygon ausgeschnitten wird, repräsentiert das Maximal- 
moment für 7,. Dieses Maximalmoment tritt an dem Querschnitt z, solange auf, als die 
Kräfte %k, und k,+, das Gelenk einschließen, im Grenzfall also auch, wenn %k, oder k,+1 


über dem Gelenk steht ?). 


über BC als Parabeltan- 

genten. Bei den folgenden 

Untersuchungen werde der / 
von (Culmann eingeführte j 
Kunstgriif angewendet, nicht 
den Laastenzug über den Bal- 
ken, sondern den Balken unter 
dem Lastenzug wandern zu ei) 


lassen’). Abb. 11 zeigt zwei > 
verschiedene Lagen des Bal- DI a | 
kens unter dem Seilpolygon DR ER: 

— (1» 4 


eines Laastenzuges. Solange 


4. Die Schlußlinien \ 











jeder der Punkte A, @ı, @,, D f G 

sich unter demselben Seil- } I —i_ A 

strahl bewegt, d. h. keiner 7, ge & | 
von einer Kraft passiert wird, 7 A ac - u ER 
durchwandern die 4 Punkte 7 5 ei 6 4 7 7 6; BD 


A, @Gı, @2, D zueinander pro- 
jiektive Punktreihen. Verbin- Abb. 11. 
det man die entsprechenden Punkte 
zweier projektiver Punktreihen (z. B. 
die Punkte A mit den Punkten G\,, die 


Punkte @, mit den Punkten D), so 
umhüllen die Verbindungslinien Kegel- 
schnitte, und zwar in diesem Falle je 
eine Parabel mit vertikaler Achse (das 
sind die den Koppelträgern zugehöri- 
sen Culmannschen Parabeln). 

Es interessiert jedoch jetzt das 
Verhalten der Verlängerung dieser Tu ; 
Y ®. » .. ® s 
Schlußlinien über das Gelenk hinaus (B} 
bis zur Vertikalen durch die nächste A 
Mittelstütze, d.h. bis zu den Punkten 
B bzw. C. Es läßt sich folgende Be- 
hauptung aufstellen: 

Wandert jeder der Punkte A und @, (bzw. D und @,) entsprechend der Fortbewegung 
des Balkens auf einem Seilstrahl, so bewegt sieh der über der Stütze B (bzw. C) liegen- 
de Schlußlinienpunkt B (bzw. C) auf einer Geraden. Zum Beweise wurden in Abb. 12 


die Schlußlinien AG, B, A'Gı' B, AG," B", dreier Lagen des Balkens horizontal (und 





Abb, 12. 


| 


parallel) so verschoben, daß nunmehr die entsprechenden Punkte A (A') (A"), Gı1 (Gi) (@1"), 


hr) 


sowie B (B) (B") senkrecht untereinander liegen. Dann ist A(4'):(A)(A')— Gı (G1'):(Gı ) (Gh 


') Man kann auf das transparente Papier verzichten und «die gesuchten Iinien durch Parallelen- 
ziehen auf Abb. 10 übertragen. 

‘) Die Lage der Stütze B hat keinen Einfluß auf die Gestalt der Fläche. ‚Jedoch schließt die 
Vertikale dureh die Stütze B die Maximalmomentenfläche der Auslegerquerschnitte ab, und die aus ihr 
durch die Fläche ausgeschnittene Momentenstrecke entspricht dem maximalen Stützmoment in B. 

>) Im Folgenden werden die charakteristischen Punkte der Scehlußlinien mit denselben Buchstaben, 
jedoch überstriehen, bezeichnet, wie die senkrecht darunterliegenden Punkte des Balkens., 


* 
%y 
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Folglich schneiden sich A Gı, (4) (G1) und (4”) (Gı”) in einem Punkte S und die 
Vertikale durch B wird von diesen Strahlen durch 5 in demselben Verhältnis geteilt. 
Es verhalten sich also die Aenderungen der Vertikalkomponenten der Punkte B wie die 
Aenderungen der Vertikalkomponenten der Punkte A oder der Punkte G. also auch wie 


die Horizontalverschiebungen, d.h. der Punkt B wandert senkrecht über dem Punkte B 
auf einer Geraden. 


Satz IV. Solange bei der Wanderung des Balkens keiner der Punkte 
A, G1, @,, D die Wirkungslinie einer Kraft passiert durchlaufen die End- 
punkte der Schlußlinie zueinander projektive Punktreihen. 

Sobald jedoch einer dieser Punkte A, @ı, @3, D von einer Kraft überschritten wird, 
so hat man von da an dieselbe Ueberlegung von Neuem anzustellen und erhält eine 
neue Zuordnung zweier projektiver Punktreihen. Die Lagen des Balkens, für die einer 
dieser Punkte gerade auf einer Kraftvertikalen liegt, seien »kritische« Stellungen genannt. 
Zwischen je zwei kritischen Stellungen umschreiben die Schlußlinien B C' eine Parabel 
mit vertikaler Achse. 

Die beiden projektiven Punktreihen, auf denen B und Ü wandern, werden — da 
sie auch Tangenten der durch sie, d. h. durch die Verbindungslinien ihrer entsprechenden 
Punkte »bestimmten« Parabel sind —, »Bestimmungstangenten«, die Schlußlinien in An- 
fangs- und Endstellungen für das zu untersuchende Parabelstück »Endtangenten« genannt. 
Diese Endtangenten sind zugleich die Schlußlinien für die kritischen Stellungen des Balkens 
und heißen als solche (in bezug auf das Wandern des Balkens unter dem ganzen L.asten- 
zug) auch »kritische Sehlußlinien«. Im Abb. 11 sind also 5b und ce die Bestimmungs- 
tangentenstücke zwischen den Endtangenten / und f. 

Aus den Untersuchungen über die Maximalmomentenfläche des einfachen Balkens 
ist der folgende Satz über Parabeltangenten bekannt: 

Eine beliebige Parabeltangente ? teilt das Stück jeder anderen, das von zwei festen 
Tangenten b und ce ausgeschnitten wird, in demselben Verhältnis wie die Schnittpunkte 
dieser Tangente ? mit den festen Tangenten 5b und c die Strecke zwischen dem Schnitt- 
punkt der festen Tangenten und ihren Berührungspunkten. Hieraus folgt für Abb. 13 der 

SatzV. Beider WanderungdesBalkenswandertderuntereinem bestimm- 


ten Querschnitt Qı liegende Punkt Qı der Schlußlinie auf der ihm »zuge- 
ordneten« Tangente Bı Cı. für welche 
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Abb. 13. Op \NAson/ mi Abb. 14. 


5, Die Bedeutung der kritischen Stellungen und die negative Maximal- 


momentenfläche über BC. Zur Bestimmung des maximalen Momentes an einem be- 
stimmten Querschnitt @ ist nur noch nötig zu untersuchen, an welcher Stelle das Ver- 


!) In Abb. 13 wurden der Anschaulichkeit halber die Verhältnisse so gewählt, daß der Scheitel 
der Parabel zwischen den gezeichneten Stücken der Bestimmungstangenten liegt. Satz V, sowie alle 
foleenden Ableitungen gelten jedoch für jede beliebige Lage der Bestimmungstangentenstücke zueinander. 
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tikalenstück zwischen Seilpolygon und der dem Querschnitt zugeordneten Parabeltangente 
einen maximalen Wert erreicht. 

Diese Frage werde zunächst für die negativen Momente an den (Querschnitten 
zwischen B und ( beantwortet: 

In Abb. 14 ist dem Querschnitt Q, des Balkens die Schlußlinie qgı und dem Quer- 
schnitt Q die Schlußlinie 9, zugeordnet. Der unter dem Querschnitt Qı liegende Punkt Qı 
wandert aber nicht die ganze ihm zugeordnete Tangente gı entlang, sondern nur zwischen 


den Endtangenten ? und /, d. h. von 71 bis 71, desgleichen der Punkt @& auf g von 


T; bis Ty'. Da die Wanderung jedes Punktes @ zwischen Anfangs- und Endlage jedoch 
längs einer geraden Linie erfolgt, dieselbe aber auf der konvexen Seite des Seilpolygons 


liegt, so folgt, daß Q@ den größten vertikalen Abstand vom Seilpolygon nur in einer seiner 
Endlagen, also entweder in 7’ oder in 7’ haben kann. 

Satz VI. Das negative maximale Biegungsmoment kann an irgend 
einem Querschnitt zwischen B und C nur dann auftreten, wenn die Schluß- 


linie BC eine Endtangente ist, d.h. nur in einer »kritischen« Stellung des 
Lastenzuges. 


Es sind also bei der Bestimmung der maximalen negativen Biegungsmomente an 
einem Querschnitt zwischen den Mittelstützen B und ( die zwischen je zwei Endtangenten 
liegenden Schlußlinien ganz zu vernachlässigen und nur noch die Momente der einzelnen 
(Jaerschnitte für die verschiedenen kritischen Stellungen miteinander zu vergleichen. 
Dies geschieht auf folgende einfache Weise: Man zeichne zunächst mit Hilfe eines Lauf- 
streifens für den sich bewegenden Balken alle kritischen Schlußlinien des Seilpolygons 


auf (Abb. 15). Alsdann trage man (Abb. 16) über einer Strecke BC (als einer horizontalen 
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Schlußlinie) alle kritischen Momentenflächen auf, deren Maße man aus Abb. 15 abgreifen 
kann. Die äußerste Begrenzung aller dieser Flächen ist zugleich die Begrenzung der 
negativen Maximalmomentenfläche für das Balkenstück BC. Aus der Zugehörigkeit der 
einzelnen Stücke dieser obersten Begrenzung zu den verschiedenen kritischen Stellungen 
des Balkens erkennt man die gefährlichsten Stellungen des l.astenzuges für die einzelnen 
(Juerschnitte. 

In Abb. 16 wurden auch die Maximalmomentenflächen für die an BC anschließen- 
den Ausleger nach der in Abschnitt 2 gegebenen Anweisung gezeichnet. Die maximalen 
Stützmomente in B und CÜ’ mußten sich aus den Maximalmomentenflächen für die Aus- 
leger und ‘der. \aximalmomentenfläche für das Balkenstück BC in gleicher Größe und 
als der gleichen kritischen Stellung zugeordnet ergeben. Für den in Abb. 15/16 ge- 
zeichneten Fall tritt das maximale Stützmoment in B bei der 3. kritischen Stellung (%; 
über G,), in C bei der 4. kritischen Stellung (%, über G,) ein. Für dieselben Stellungen 
tritt das negative Maximalmoment an den den Stützen benachbarten (uerschnitten ein 
(von’ 7, bis o, wenn k, über G,; von 6 bis @,, wenn k; über (,). Im übrigen bringt 
für die ()uerschnitte zwischen 6, und 7, %kı über G, das maximale Moment. 


6. Das positive Maxi- 
malmoment an einem 
Querschnitt zwischen den 
Mittelstützen Bund C. Es 
liegt nahe, bei der Unter- 
REIN suchung der positiven Maxi- 
u Beier Seitsirahl malmomente an einem (Juer- 
schnitt zwischen den Mittel 
stützen eines Auslegerbalkens 
die Ergebnisse für den ein- 
fachen Balken heranzuziehen, 
bei dem es sich auch nur um 
positive Momente handelt, und 
für den die einzelnen Mo- 
mentenflächen ganz ähnlich 
vom Seilpolygon und den den 
Querschnitten zugeordneten 
Parabeltangenten begrenzt 
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den Auslegerbalken nicht wie beim einfachen Balken die beiden äußersten (freien) Seil- 
strahlen mit den Bestimmungstangenten zusammen (vergl. Abb. 17 mit Abb. 18). Außer- 
dem gelten alle die übertragenen Betrachtungen nur für je eine Verschiebung zwischen 
zwei kritischen Stellungen des Lastenzuges. Sieht man jedoch zunächst von dieser Be- 
schränkung ab, so folgt, da jeder Pankt Q auf einer Geraden und, soweit an einem 
(Juerschnitt @ überhaupt positive Momente auftreten, auf der konkaven Seite des Seil- 
polvgons wandert — ebenso wie beim einfachen Balken, daß die Querschnitte aller 
Schlußlinien, deren Parallelen durch einen bestimmten Eckpunkt des Seilpolygons das 
Seilpolygon nicht schneiden, unter derselben Last des Lastenzuges (nämlich unter der 
jenem Eekpunkt entsprechenden) das maximale Biegungsmoment erleiden. 

Das sind also jeweils alle Querschnitte zwischen 2 Querschnitten eo, und @,+1 (Abb. 18), 
deren zugeordnete Schlußlinien den beiden die Ecke bildenden Seilstrahlen parallel sind. Für 
die Querschnitte eo, und o,+1 selbst tritt das maximale Moment solange ein, wie 0, bzw. 
0, +1 unter dem seiner zugeordneten Schlußlinie parallelen Seilstrahl, d. b. zwischen den 
beiden am Ende dieses Seilstrahls sich befindenden Kräften wandert. Denkt man sich 
nunmehr zu allen den Parabeltangenten, die den zwischen B und C liegenden Quer- 
schnitten entsprechen, Parallelen durch den Pol des Kräfteplans gezogen, so fallen alle 
diese Parallelen in einen Winkel, dessen Schenkel von den Parallelen zu den Bestimmungs- 
tangenten b und ce gebildet werden, denn 5b und e sind die den Stützquerschnitten B und (/ 
zugeordneten Parabeltangenten. Die Schnittpunkte dieser Parallelen zu den Bestimmungs- 
tangenten mit dem Kräftezug seien V und W. Dann folgt aus Satz VI sofort 


Satz VII: Teilt man das Balkenstück BC in demselben Verhältnis, wie 
die Polstrahlen des Kräfteplans die Strecke VW teilen, so tritt für jeden 
zwischen 2 Teilpunkten liegenden Querschnitt dann das maximale Moment 
ein, wenn diejenige Kraft über ihm steht, die seinem Abschnitt entspricht, 
für die Teilpunkte selbst, solange die den beiden benachbarten Abschnitten 
entsprechenden Kräfte ihn einschließen. 


Den äußersten Abschnitten des Balkenstückes sind dabei die Kräfte zugeordnet, 
auf denen V bzw. W liegt, denn die Parallelen zu PV bzw. PW und deren benachbarten 
Strahlen durch die diesen Kräften entsprechenden Eckpunkte des Seilpolygons schneiden 
dieses nicht. 

(Der Fall, daß V oder W außerhalb des Kräftezuges liegen, wird in Abschnitt 8 
behandelt werden). 


7. Die Fläche der positiven Maximalmomente zwischen den Mititelstützen 
B und C. Obwohl im vorigen Abschnitt das Gesetz der Zuordnung der einzelnen (Juer- 
schnitte zu den Stellungen des Lastenzuges angegeben werden konnte, so gelangt man 
auf diese Weise noch nicht zu einer Konstruktionsmethode der Maximalmomentenfläche 
selbst. Dies gelingt jedoch durch den folgenden Kunstgriff: 

Der im vorigen Abschnitt .definierte Punkt V liege auf der Kraftstrecke k; = K.-ı K‘ 
und W auf der Kraftstrecke k„—= K„-ı K„. (vergi. Abb. 19). Nun verlängert man die 
2 Seilstrahlen, deren zugehörige Polstrahlen PK.-ı und PK„ den Kräftezug außerhalb 
von Y uud W, aber diesen beiden Punkten nächstbenachbart, schneiden, rückwärts bis 
zum Schnitt |S;-ı! bzw. [S„+ı| mit den Bestimmungstangenten'), Die Bestimmungs- 
tangenten können jetzt als letzte Seilstrahlen eines Seilecks aufgefaßt werden, dessen 
äußerste Kräfte [k.-ı] = VK;-ı und |k„+1] = K„.W negativ sind und deren Wirkungslinien 
durch die Punkte [S;-ı] und [S„+:] gehen. Jetzt legt man 2 Punkte B und C auf den 
Bestimmungstangenten fest, die den Horizontalabstand BC=/! von einander haben, d.h. 
also die Endpunkte irgend einer Schlußlinie.e Nunmehr verwende man den Gedanken 
von Stahl’): Die Schlußlinie wird festgehalten, dagegen läßt man den Lastenzug horizontal 
mit einer Geschwindigkeit A und den Kräftezug im Kräfteplan vertikal mit einer Ge- 
schwindigkeit vo wandern. Dann drehen sich die Seilstrahlen des Seilecks je um einen 


festen Punkt 0, (v= (ti — 2) bis (m-+ 1)), wenn man nur den ersten Seilstrahl immer 
durch denselben Punkt hindurchgehen läßt. Es seien die Horizontalabstände dieser 





Ih) Die Bezeichnung [) für die eingeführten Hilfskräfte wurde gewählt, da im allgemeinen Falle 
zu den regulären Kräften des Kräftezuges auch eine Kraft ki-ı und eine Kraft km+ı gehören. Nur 
werden diese Kräfte für die hier angestellten Betrachtungen, die nur k; bis km umfassen, nicht mehr 
gebraucht. 

4) W, Stahl, Zeitschr. d. V. d. I. 1877, S. 7. 
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Punkte voneinander |r.-ı|, 7... 7m [?m+ıl. Dann ist der Horizontalabstand des ersten 
vom letzten Punkte gleich der algebraischen Summe ([r-| ++... +rm + [rm+ı]) = r. 
Dabei ist jedes »,—k -hiv, also r=h/v- (ka) t+ki +... + km + [Kmz+ı)). 

Wählt man das Verhältnis h/» so, daß r—=BC=! wird (d.h. h’v=1:([k-ı] + k, 
H...+[Am+ıl)=1: VW) und läßt den ersten Seilstrahl immer durch den Anfangs- 
punkt B (= 9,-») der festgehaltenen Schlußlinie laufen, so muß der Endseilstrahl immer 


durch den Endpunkt U (=0,„,+1,) jener festgehaltenen Schlußlinie gehen. Die Vertikalen 
durch die übrigen Drehpunkte »o, teilen den Horizontalabstand der Punkte B und C im 
Verhältnis [r-]:kı:...:ku:lkmy+ıl. Dabei liegen die Punkte [e,-,] und [o„] außerhalb 
der Vertikalen durch BC, wie auch XA;-ı und X,„ außerhalb von VW liegen. Die unter 
den übrigen o, liegenden Querschnitte e, des Balkens sind dieselben wie die (Quer- 
schnitte o, in Abschnitt 6. 

Satz VIII. Die Drehpunkte der Seilstrahlen liegen auf Vertikalen, die 


das Balkenstiück BC innerlich bzw. äußerlich in demselben Verhältnis teilen 
wie die Polstrahlen PK-ı bis PK, die Kraitstrecke VW, 














Pr 
b Ahb. 19. 


Die einzelnen Seilstrahlen bilden bei der Drehung zueinander projektive Strahlen- 
biüschel und die Schnittpunkte entsprechender Strahlen (d. h. hier die Ecken des Seilecks) 
wandern auf Parabeln mit vertikalen Achsen. Für alle Querschnitte zwischen B und (€) 
folgt hieraus sofort der im vorigen Abschnitt abgeleitete Satz VII. Die Parabelbögen 
zwischen den Vertikalen durch die ge, begrenzen die Maximalmomentenfläche iber der 


Schlußlinie BC. Dieser Parabelbogenzug übersehneidet die Schlußlinie innerhalb von BC 
(vergl. Abb. 19), so daß nur zwischen den Stützen positive Momentenstrecken auftreten, 
wie zu erwarten war. 


8. Einführung einer ideellen ruhenden Belastung. Um die Konstruktion 
dieser Maximalmomentenfläche zu erleichtern, suchen wir eine ideelle ruhende Belastung 
des Balkens, die die gleichen Momentstrecken über den @Querschnitten zwischen B und C 
liefert. Es sind daher zunächst die Größen der stetigen Belastungen zu ermitteln, deren 
Seilpolygone durch die Parabeln der soeben bestimmten Maximalmomentenfläche repräsen- 
tiert werden. Dann ist nur noch zu beachten, daß die Parabeln nicht obne Ecke inein- 
ander übergehen, sondern daß man zur Erklärung dieser Ecken über den Teilungsquer- 
schnitten oe, noch ideelle Einzelkräfte annehmen muß. a 

Die Tangente an einen Parabelbogen über r, = (,-ı 0, in 2,-ı ist parallel dem 
Polstrahl PXR,-ı für die Lage des Kräftezuges, die der Stellung k, über e,-ı entspricht. 
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Die Tangente an demselben Parabelbogen in e, ist parallel dem Polstrahl PX‘, für die 
Lage des Kräftezuges, die der Stellung A, über oe, entspricht. Diesem Wandern des 
Lastenzuges um r, entspricht ein Wandern des Krältezuges im Kräfteplan um k,. Die 
zu den Tangenten parallelen Polstrahlen schneiden daher aus dem Krälftezug eine Ge- 
samtstrecke von der Länge 2%, aus, d. h. der Parabelbogen über r, entspricht einer 
positiven kontinuierlichen Belastung der Strecke r, (=(.-ı 02,) mit einer Gesamtlast 
von 2K,. 

Durch einen analogen Gedankengang ordnet man auch dem äußersten Parabel- 
bogen über [r;+1] eine ideelle negative kontinuierliche Belastung mit einer Gesamtlast 
von 2VK;-ı = 2[k-ı] zu, und der Parabel über [r.+ı] eine negative kontinuierliche 
Belastung mit einer Gesamtlast 2 A„.+ı W = 2 [kmz+ı]. Es gilt also auch für diese äußersten 
Parabelbogen, daß sie einer kontinuierlichen Belastung entsprechen, die der Länge des 
unter dem Parabelbogen liegenden Balkenstückes proportional ist. Es müssen sich also 
die negativen ideellen kontinuierlichen Belastungen der Strecken B[e;-ı) und C|o,| 
aufheben gegen die positiven Belastungen derselben Streeke durch die über [e.-ıle; 
und 0„-ı |@n] liegenden Parabeln. Uebrig bleibt eine ideelle positive kontinuierliche 
Belastung der ganzen Strecke BC mit der Gesamtlast 2V W. 


Die in den Ecken des Parabelzuges wirkenden Kräfte dagegen sind proportional den 


Kraftstrecken, die die Parallelen durch den Pol des Kräfteplanes zu den Tangenten in o, 
an die beiden benachbarten Parabeln aus dem Kräftezug ausschneiden. Den beiden Tan- 
genten entsprechen Stellungen des Lastenzuges, zwischen denen eine Verschiebung des 
Lastenzuges um die Strecke —a, liegt, wenn man für die a, die Richtung von k, nach 
/ty+ı als positiv anspricht. Dazu gehört ein Wandern des Kräftezuges im Kräfteplan um 


die Strecke — a, a Für die Ecken über den äußeren Teilungsquerschnitten' [o;-ı] 


bzw. [0„] ergeben sich dabei Kräfte von den | 
u vw vw 
Größen [a;-ı| er (bzw. [am] ——); die aber 


positiv sind, da zwischen den beiden hierzu 
gehörigen Stellungen ein Rückwärtswandern 
des Lastenzuges stattfindet. Zusammen- 
fassend erhält man 


SatzIX: Die in Abschnitt 6 ge- 
fundene positive Maximalmomenten- 
fläche stimmt überein mit der Mo- 
mentenfläche für eine ideelle ruhen- 
de Belastung. Diese ideelle ruhende 
Belastung besteht aus einer über BC 
gleichmäßig verteilten positiven kon- 
tinuierlichen Last vom Gesamtwert 
2’ W und iin den Teilungsquerschnit- 
ten wirkenden Einzelkräften von den 


” VW j i £ - 
Größen a, zu DieseEinzelkräfte sind 





negativ über den inneren positiv 
über den äußeren Teilungsquer- 
schnitten. 


Würde man diese Einzelkräfte mit 
umgekehrtem Vorzeichen der Schlußlinie ein- 
fügen, so erhielte man etwa das in Abb. 20 
gezeichnete Bild. Hier sind %,, kırı (= Km-ı), 
kn die in Frage kommenden Lasten des 
Lastenzuges; [k;-ı] und [%k„+1] die negativen 


Hilfskräfte. L:-3 Li=-ı, L;-ı Li (= Li-ı AR (Li-) 


Um La+i (— L: Ln+1) und Lm+1 Im+2 sind (lı 2) 
die ideellen Einzelkräfte von der Größe 
a". LPist parallel der Schlußlinie MN, 

BC Abb. 20. 
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so daß 1, L,’ (= 2 VW, also die Resultierende der ideellen kontinuierlichen Belastung) 
symmetrisch zu /, aufgetragen werden mußte. Die schraffierte Fläche ist die Fläche der 
positiven Maximalmomente. Jenseits der Querschnitte 7/7}, und H, treten überhaupt keine 
positiven Momente mehr auf. Der besseren Uebersicht halber wurde unter der Momenten- 
fläche noch die zugehörige Scherkraftlinie gezeichnet, aus der sich auch die Lage des 
»gefährlichsten« Querschnittes am genauesten in bekannter Weise bestimmen läßt. 


9 Die Gesamtmaximalmomenitenfläche. Nach dem bisher Gewonnenen muß 
noch einmal auf Abb. 15 zurückgegriffen werden: Zu Beginn des Abschnittes 6 wırde 
schon erwähnt, daß der einem Querschnitt & zugeordnete Punkt & auf seiner Wanderung 
nicht die ganze ihm zugeordnete Parabeltangente durchläuft, sondern nur das zwischen 
den Endtangenten liegende Stück, also auch nicht immer unbedingt die Angrifislinie der 
dem Querschnitt Q zugeordneten Kraft passieren muß. In einem solchen Falle kann die 
Momentenstrecke über @ nur entweder auf der einen oder auf der anderen Endtangente 
ihren größten Wert erreichen. Nennt man den von einer Kraft %, in der Stellung BC 
getroffenen Querschnitt @, und den in der Lage B’C' getroffenen Querschnitt Q, (vergl. 
Abb. 18), so sind die Querschnitte zwischen @, und Q,' die einzigen, die die Angriffs- 
linie von k, wirklich passieren. Soweit sie zu dem der Kraft k, zugeordneten Abschnitt 
r, gehören, erreichen sie ihr positives Maximalmoment bei der Wanderung des Balkens 
von BC nach B’C'. Diejenigen Querschnitte des der »!e" Kraft entsprechenden Abschnittes 
",, die nicht zu den Querschnitten von Q, bis Q,' gehören, erreichen während des Wan- 
derns zwischen den zwei kritischen Stellungen den durch die Parabelfläche gegebenen 
Extremwert nicht. Ihr größtes erreichbares Moment erleiden sie zunächst entweder in 
der Anfangs- oder in der Endlage (BC oder B'C') des Balkenstückes, also in einer der 
benachbarten kritischen Stellungen. 

Das Gleiche gilt in dem in Abschnitt 6 noch nicht behandelten Fall, daß der Punkt 
V bzw. W im Kräftezug außerhalb der eigentlichen Kraftstrecke, also jenseits von ÄK% 
bzw. A, liegt, für die Randabschnitte Bo, bzw. 0,„C, die den Kraftstrecken V Ko bzw. 
K„W proportional sind. 

Setzt man jedoch nunmehr alle die bisher gewonnenen Maximalmoıentenflächen 
für das Wandern des Bal- 
kens zwischen je zwei kri- 
tischen Stellungen zur Ge- 

samtmaximalmomenten- 
fläche zusammen, so wer- 
den im allgemeinen alle 
Parabelflächenstücke stetig 
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aneinander anschließen und die den kritischen Stellungen zugeordneten Flächen werden 
nur den Uebergang von einem Flächenstück zum andern markieren. Jedoch sind sie 
auch dann zur Kontrolle und zum Verständnis der Gesamtzeichnung wertvoll. 


Damit das Aneinandersetzen der einzelnen 
Teilllächen ein wohlgeordnetes Bild der Gesamt- 
maximalmomentenfläche liefert, wird man zuletzt 
alle diese Flächenstücke auf eine gemeinsame hori- 
zontale Schlußlinie reduzieren, wie dies auch in 
Abb. 21 geschehen ist. 

In Abb. 21 wurde die Konstruktion der 
Fläche der positiven Maximalmomente zwischen 
den Mittelstützen des Auslegerbalkens G, BD ('G, 
für einen über den Balken wandernden L,asten- 
zug von drei Lasten /ı. ku, ks exakt durchgeführt. 

Abb. 21a zeigt das Kräftepolvgon, Abb. 21b 
das Seilpolvgon des Lastenzuges mit den Wir- 
kungslinien ı, wa, ws der einzelnen Kräfte. Die 
kritischen Punkte B, bis Bi und (C, bis Ci: 
wurden konstruiert. Man übersieht leicht, daß 
positive Momente nur in der kritischen Stellung 6 
und zwischen den Stellungen 5 und 6 sowie 6 
und 7 eintreten können. 

Es wurde daher nach dem Muster von 
Abb. 20 die Maximalmomentenfläche zwischen den 
Stellungen 5 und 6 (Abb. 2l1e) und die Maximal- 
momentenfläche zwischen den Stellungen 6 und 7 
(Abb. 21e) gezeichnet, wozu die 0, aus dem 
Kräftezur in Abb. 2la gefunden wurden. Die 
oberen Indizes unterscheiden zwischen den zu 
Abb. 21e und zu Abb. 2l1e gehörenden Größen. 
wı |” ist die Wirkungslinie der negativen Hilfs- 
kraft |kı]‘, deren Größe die Lage von [o,]° und 
deren Lage die Größe der (in Abb. 21e) in [pı]| 
wirkenden ideellen Einzellast mit bestimmt. Die 
ideellen Kräfte ZL, L,+ı wurden wie in Abb. 20 
konstruiert, die Konstruktion jedoch der Ueber- 
sichtlichkeit halber nicht mit ausgezogen. Die 
Querschnitte Q, &', zwischen denen die in 
Abb. 2le konstruierten Maximalmomentenflächen 
nur gelten, wurden hier mit Hilfe des Balken- 
Lauistreifens übertragen. Die schraffierten Felder 
in Abb. 21e und Abb. 2l1e sind also die Flächen, 
die allein Anteil an der Bildung der Maximal- 
momentenfläche haben können Zu diesen kommt 
hinzu die kritische Stellung 6 (Abb. 21d). Ueber 
Querschnitt &° (= Q;‘) stimmen die ÖOrdinaten- 
abschnitte aller drei Flächen überein und zwar 
wenn ks über diesen Querschnitt steht, d. h. in 
der sechsten kritischen Stellung. Die Parabel- 
bögen rechts und links von diesem Querschnitt 
begrenzen aber größere Ordinaten als die geraden 
Linien der Abb. 21d. Also sind für die Maximal- 
momentenfläche nur die schraffierten Parabel- 
segmente der Abb. 21c und 21e zusammenzusetzen. 
Dies wurde in Abb 21f durchgeführt. Die Größen 
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Abb. 21e bis 2L1f£. 


der Lasten !° (= (L,)° (L,)*), Iı“ (= (Zo)ı® (L,)ı‘) und 1, (= (Lo)»* (L„)s‘), die 
Teilparabelbögen zwischen den Vertikalen durch B und H’°, B und M°, H,* und © 


repräsentiert werden, sind den Längen BH (bzw. I/IC) proportional. 


durch die 


Indem man bei 


der Zeichnung der Gesamtmaximalmomentenfläche den Pol jedesmal in halber Höhe der 
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das Parabelstück repräsentierenden Last wählt (nämlich auf der Horizontalen durch Z) 
erreicht man, daß die Schlußlinien dieser Parabelstücke alle wagerecht werden. Unter 
der Momentenfläche wurde aus dem Kräftezug heraus die Scherkraftlinie zu dieser 
Momentenfläche konstruiert, um aus ihr die gefährlichsten Querschnitte @,ß,y und unter 
diesen wieder den gefährlichsten 5 zu bestimmen. 

Da es möglich ist, zu der positiven Gesamtmaximalmomentenfläche eine zugeordnete 
Scherkraftlinie anzugeben, die nur von geraden Linien begrenzt wird, so ist hiermit der 
Vergleich der Gesamtmaximalmomentenfläche mit der Momentenfläche für eine ruhende, aus 
kontinuierliehen und aus Einzellasten bestehenden Belastung durchgeführt, da sich die zu- 
gehörige Belastung aus einer solchen Scherkraftfläche direkt ablesen läßt. Für die 
negative Maximalmomentenfläche ist es ohne weiteres möglich, eine zugeordnete ideelle 
ruhende Belastung zu finden, da diese Flächen nur von geraden Linien begrenzt werden. 
Die ideelle Belastung besteht also aus Einzellasten. Die Scherkraitlinie ist ein recht- 
winkliger Polvgonzug. 


II. Teil: Der Gerbersche Balken unter einem gleichmäßigen 
stetigen Lastenzuge. 


Die Anwendung der bisher entwickelten Verfahren wird um so komplizierter, je 
mehr Einzelkräfte den Lastenzug bilden, da die Anzahl der kritischen Stellungen mit der 
Anzahl der Lasten wächst (bei n Lasten 4 n kritische Stellungen). Bei einer sehr großen 
Anzahl dicht aufeinanderfolgender Lasten von etwa gleicher Größe und gleichem Abstand 
empfiehlt sich daher ein Näherungsverfahren: Man ersetzt einen solchen Lastenzug durch 
eine gleichmäßige stetige Belastung von der gleichen Länge und dem gleichen Gesamt- 
gewicht. 

Die Konstruktion der Maximalmomentenfläche upter einer solchen gleichmäßigen 
stetigen Belastung ist in erster Linie von der Länge s—=EF dieses »Lastenzuges« ab- 
hängig, oder besser, vom Verhältnis dieser Länge zu den Längen des Auslegerbalkens 
und der anschließenden Koppelträger. 


10. Zuordnung der Querschnitte eines Auslegers zu den Stellungen eines 
gleichmäßigen stetigen Lastenzuges und die zugehörige Maximalmomentenfläche. 
Die Zuordnung geschieht folgendermaßen: 

a) EF<AG. 

Denkt man sich die gleichmäßige stetige Last von der Länge s—= EF nun zu- 
nächst in n gleiche Teile zerlegt und das Gewicht jedes einzelnen Teiles k/n in seiner 
Mittellinie angreifend, und geht mit wachsendem nr zu der kontinuierlich belasteten 
Strecke s über, so folgt aus Satz II: 


Satz X: An einem beliebigen Auslegerguerschnitt tritt unter einer 
gleichmäßigen stetigen Belastung dann das maximale Biegungsmoment ein, 
wenn diejenige Stelle S des Lastenzuges EF über dem Gelenk @ steht, die 
den Lastenzug in demselben Verhältnis teilt, wie das Gelenk die Balken- 
strecke AQ. | 

b) EF(=AQ!)>AG. 

Ist EF(=AQ)>AG, so gilt Satz X, der auf dem Asimontschen Satz beruht, 
nur für diejenigen Querschnitte Q, für die AQ>EF ist, d.h. also erst von den Quer- 
schnitten @ an. Für die Querschnitte zwischen G@ und @ gilt 


Satz XI: Für alle Querschnitte des Auslegers, für die AQ<EF ist, 
tritt das maximale Biegungsmoment stets solange ein, als die ganze Strecke 
AQ von Last bedeckt ist ?). 

Mit Hilfe von Satz X und XI läßt sich die Maximalmomentenfläche für einen 
Ausleger leicht konstruieren. 


!) @ bedeutet dabei denjenigen Querschnitt des Auslegers, über dem der Anfang (F) des Lasten- 
zuges steht, wenn das Ende E gerade das äußere Ende des anschließenden Koppelträgers, also A, er- 
reicht hat. 

?) Man beachte, daß sich die Lage des der Stellung des Lastenzuges zugeordneten Querschnittes 
in derselben Richtung verschiebt wie der Lastenzug. 








Band 9, Heft 2 i e 
April 1929 Starke, Die Maximalmomentenfläche eines Gerberschen Balkens 145 


a) EF<AG. \ M 
Man zerlegt die AN, M 
stetige Belastung etwa AN, ! 
, . w. ZU 
in n gleiche Teile und EN N 
konstruiert die den aus- N £ sd | 
gewählten Punkten ent- N 6,\ et 
sprechenden Teilpunkte NIN ya 
r, (Abb. 22). Die Maxi- ; br un 
malmomentenfläche wird 
dann begrenzt von dem 
letzten Seilstrahl und 
einer Kurve, deren ein- 
zelne Punkte man er- 
hält, indem man ent- "m 
weder mit Hilfe von j 
transparentem Papier | 








r 


Ir _ 








| 
pP 4 
die Verlängerungen der AT 
den einzelnen Teilungs- Fa 
punkten entsprechenden j nk Pa SS, ]- Ri EN 
Schlußlinien mit den u Gr r, r; 
Vertikalen durch die abn. 99. 


Teilungsquerschnitte 
zum Schnitt bringt (vergl. Abschn. 3) oder die Kurvenpunkte durch Parallelenziehen be- 
stimmt, wie es in Abb. 22 geschehen ist. 
b) EF>AG. 
Satz XII: Ist EF>AG, und zwar EF=AQ, so stimmt die Maximal- 
momentenfläche zwischen den ÖOrdinaten durch G und Q überein mit der 


einfachen Momentenfläche zwischen diesen ÖOrdinaten unter demselben 
gleichmäßigen stetigen Lastenzuge für die Stellung des Lastenzuges EF 


über AQ. Die restliche Maximalmomentenfläche zwischen den Vertikalen 
durch Q und B wird nach dem in Abb. 22 durchgeführten Verfahren gefunden. 


11. Zuordnung der Querschnitte zwischen 
B und C zu den Stellungen eines über den 
Balken bewegten gleichmäßigen stetigen Lasten- 
zuges. Es sei zunächst auf die bekannte Be- 
ziehung des Momentes M eines Querschnittes zwischen 
den Mittelstützen B und C zu dem Moment Mo 
eines einfachen Balkens B( unter dem gleichen 
Lastenzuge und den Stützmomenten M, und M. 
hingewiesen '). Aus Abb. 23 läßt sich, wenn BC=u 
und QC=v und BC=! gesetzt wird, diese Be- 
ziehung direkt ablesen. . 


Satz XIll:: M=M, + 2 M, -+ —- M., wobei 8 











zu beachten ist, daß M, positiv und M, und M. Abb. 23. 
aber negativ sind. 


a) EF<Btc. 

Aus Satz XIII folgt sofort 

Satz XIV: Ist EF<BC, dann kann für ein beliebiges @ zwischen B 
und © das maximale negative Moment nur bei einer dem Stützquerschnitt @ 
oder dem Stützquerschnitt C nach Satz N oder XI zugeordneten Stellung 
eintreten. 


Die maximalen positiven Momente werden wie für den einfachen Balken gefunden, 
insbesondere gilt: 


Ih Müller-Breslau, Statik der Baukonstruktion, leipzig 1912, 1. Auflage, Bd. 1, Abschnitt 6, 
S. 195. 
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Satz XV: An einem Querschnitt X zwischen B und (C tritt das maxi- 
male positive Moment ein, wenn diejenige Stelle 5 des Lastenzuges über 
ihm steht, die den Lastenzug EF in demselben Verhältnis teilt, wie der 
(uerschnitt den Balken BC. 

b) EF>DBt. 

Nunmehr sei zur Bestimmung der den einzelnen (Juerschnitten zugeordneten Stel- 
lungen ein Verfahren angewandt, daß meines Wissens hierzu noch nicht benutzt wurde, 
obwohl es für eine stetige Belastung am raschesten zum Ziele führt. 

Das Moment, das eine über einen Balken wandernde Einzelkraft P an einem he- 
stimmten Querschnitt hervorruft, ist M— Pm (x), wobei m(x) das Moment ist, daß eine 
an der Stelle © wirkende Kraft 7 I an dem Querschnitte & ausübt. Um nunmehr zu 
einer stetigen Belastung vom Gesamtgewicht P übergehen zu können, denke man sich 
die gleichmäßig mit Last belegte Strecke s— FF in n gleiche Teile s/n = Ax zerlegt, 


und in der Mittellinie jeder dieser Strecken .Ix eine Krafı P/n oder durch die speazi- 
fische Belastung p ausgedrückt -pJx angreifend. Kine jede dieser Teilkräfte übt 
: u. r 
in & ein Moment von der Größe /M m(ac) aus. Das Moment der Gesamtbelastung 
n 
\ , y . V . I’ . « .. 
der Strecke s=KEF ist M—- AM=2 - m(e)=p>m(x) Ax. Beim Grenzübergang 
EFN DR / 
zu einer kontinuierlich belasteten Strecke s wird Im pm (x) Je—=p/m(s) ds. 
>o Kl FE 


Nennt man nunmehr die von der &- Achse und der für die Wirkunre der Kraft I 
gezeichneten Einflußlinie des @Querschnittes @ begrenzte Fläche die »Einflußfläche« des 
Biegungsmomentes für diesen Querschnitt (Abb. 24), so ist das von einer gleichmäßigen 
stetigen Belastung einer Strecke EF des Balkens im @uerschnitte & bewirkte Moment 
dem von den Vertikalen durch FE und Z’ aus der Einflußfläche ausgeschnittenen Flächen- 
stiick proportional. 

Von dieser Einflußfläche ausgehend, gelangt man leicht zur Bestimmung der einem 
Querschnitt zugeordneten Stellung eines Zuges. Zunächst erkennt man sofort folgendes: 
Ein positives Maximalmoment wird für einen Lastenzug, für den EF> BC ist, stets 
nur dann eintreten können, wenn das Balkenstück BC ganz mit Laast bedeckt ist. Es 
handelt sich nur noch darum, zu bestimmen, wann die unter den über B und C hinaus- 
ragenden Strecken des Lastenzuges liegenden Stücke der negativen linflußfläche ein 
Minimum aufweisen. 

Ein negatives Maximum wird nach Satz \III auch jetzt für die der Stütze B 
benachbarten @uerschnitte in der dem Stützquerschnitt B zugeordnet-n Stellung des 
l,astenzuges, für die der Stütze © benachbarten (uerschnitte in der dem Stitzquerschnitt € 
zugeordneten Stellung des l.astenzuges erreicht werden, da für erstere » 2 u, Tür letztere 

u > v'). Jedoch ist es für mehr 

N in der Mitte von BÜ liegende 

(Juerschnitte bei einem langen 

l,astenzuge möglich, daß noch 

größere negative Momente ent- 

| er hi NG stehen, wenn der l.astenzug an 
e — kl : en ee, beiden Enden über BC hinaus- 
Ta 0 | | u rue; { ragt. 








Wichtig ist die Erkenntnis, 

+ /i daß weder positive noch nega- 

| \ k tive Maximalmomente an einem 

3 u | re A‘ Querscebnitt zwischen B und C 

ac ran entstehen können, wenn das 

j eine Ende des Lastenzuges 

zwischen B und (, das andere 

aber auf einem Ausleger oder 

Abb. 24. Koppelträger sich bewegt. Es 

bleibt also nur noch übrig, die 

Extremwerte des Momentes an einem @nerschnitt zwischen B und C zu untersuchen, 
wenn (vergl. Abb. 24) entweder 

















I) Man beachte die Aenderung der Einflußlinie mit der Lage des Querschnittes, da BX=u und 
CL=v ist. 


u 


2 








Band 9 Heft 2 - E d R z 
April 1929 Starke, Die Maximalmomentenfläche eines Gerberschen Balkens 147 


I. E uni F jedes auf einem Ausleger (4%, Fı) oder 
2, E auf einem Ausleger, F auf dem Koppelträger der anderen Seite (Kı, 
bzw. Eu, Fi) oder 
3. E und F jedes auf einem Koppelträger (Es, F,) wandert. 
I. Fall: #, Fı. Es ist zu untersuchen, wann die Summe der Inhalte der Dreiecke 
E, EB und C Fi’ F, einen Extremwert hat. Die Horizontalentfernung #, Fı ist dabei 
konstant gleich der Länge s des Lastenzuges EF. Wird die Strecke %ı B als X be- 
zeichnet, so ist CF, gleich y=(s— x — |). Ist A, die Höhe des Einflußliniendreiecks 
über G@ı und A; die entsprechende Höhe über @,, außerdem 1, und a, die Auslegerlängen 


sowie fi und f, die Koppelträgerlängen, so sind die Höhen der Dreiecke E, E,\’ B und 
yon c Y 1 Sc a, 
F, F}\’C gleich A, bzw. A, —. Nach Strahlensatz ergeben sich die Größen von Aı — v 
I 19 
lg 


und k= u Die Summe der Inhalte der beiden Dreiecke FE, Eı’B und A, F,’ C läßt 


sich als Funktion von & allein ausdrücken 
y l a“ N 1 g“ l Mn . Hy 
N - D Bi . h .4,° 
2 dı l 2 13 l 
Diiferentiation nach x ergibt als Bedingungsgleichung für einen Extremwert: 
ds ® u a u 2 + u 7 as v+ u 
= - 2—(s—1—ı) 0 oder — = also auch — -, außerdem ‚— re 2} 


dx l l y v y+ı v da l 
Diese Ergebnisse lassen sich zusammenlassen zu 

Satz XVI: Solange E sowie /’ je auf einem ÄAusleger wandern, erreicht 
das Biegungsmoment ein positives Maximum an einem (wuerschnitt Q, wenn 
diejenige Stelle $ des Lastenzuges über steht, die den Lastenzug in dem- 
selben Verhältnis teilt wie der Querschnitt & das Balkenstück BÜ!). 

Die negativen Momente erreichen, solange die Enden des Lastenzuges je auf 
einem Ausleger wandern, kein Maximum, sondern nehmen nach den Grenzstellungen hin 
stetig zu. 

Zu Satz XVI hätte man auch ohne 
Differenzieren au Hand von Abb. 25 durch 
die einfache geometrische Ueberlegung kom- 
men können, daß ein Extremwert und zwar 
ein Minimum der (negativen) Dreiecksinhalte 
nur dann eintreten kann, wenn die Ordi- 
naten der Einflußfläche iber Eı und F\ ein- 
ander gleich sind. Für die folgenden Ab- 
leitungen sei dieser kürzere geometrische 
Weg angewandt. 

Ist dieLLänge des Lastenzuges- s< Gı Ü, 
sowie s< BG, so gibt es zu jedem (Quer- 
schnitte eine ihm nach Satz XVI zugeord- 
nete Stellung des Lastenzuges, für die % 
sowie F auf dem Ausleger liegen. Gilt eine 
dieser Ungleichungen nicht, so kann man 
Satz XVI nur anwenden, bis entweder 2 —1ı 
oder y=%, d.h. nur für die Qaerschnitte 
zwischen einem Querschnitt Q (a,), für den 


U Aı i z R 
‚ bis zu einem Querschnitte @ (a,), 























vu s- GC 
FR ® lg 00 . .. . 
für den — — —, Für die übrigen i 
u s— B@ Abb. 25, Abb, 26a und 26b. 


(Juerschnitte gilt der im folgenden Abschnitt 
abzuleitende Satz XVII. 

2. Fall: Ey, Fı. Wandert F, auf dem Ausleger CG, und E, auf dem Koppel- 
träger AGı, so ist der Extremwert für die Differenz der Inhalte der Dreiecke FE, Ey’ A 
und Z1F,’C zu bestimmen. Nach der gleichen Ueberlegung wie oben folgt, daß für 

f, 


einen Extremwert sein muß: &:y=u- :v'). Abb. 26a und 26b zeigen jedoch, daß 
A 


) x und y sollen die Abstände AEa bzw. Fu D bezeichnen. 











} . . : Ztschr. f. angew. 
148 Starke, Die Maximalmomentenfläche eines Gerberschen Balkens Math. und Mech. 


die Art des Extremwertes von der Neigung der Linien AH und C'// abhängt. Diese 
Neigungen sind für jeden Querschnitt anders, da sie von « und v» abhängen. Abb. 24 
zeigt, daß eine Neigung der Linien wie in Abb. 26a und somit ein Maximum des positiven 


06 f er us 
Momentes eintritt, wenn - > v, daß jedoch eine Neigung der Linien wie in Abb. 26b 
u) 


Du s i ng fj 
und somit ein Maximum des negativen Momentes eintritt, wenn u— <v. In ersterem 
A 


f f 
Falle folgt aus u >v, daß dann auch x >y in letzterem Falle aus « <v, daß dann 
si 4 


auch € <y sein muß. Der Wendepunkt tritt ein bei v-—=v» oder z=y, d. h. wenn 


A 
s= MAC. 
Satz XVII: Wandert das eine Ende des Lastenzuges E,F, auf dem 
Koppelträger fh, das andere Ende auf dem Ausleger a der anderen Seite, 


so tritt stets an demjenigen (uerschnitt zwischen B und C ein Extremwert 
t 


des Momentes ein, für den @:y=u _ :v Diese Extremwerte sind maximale 
A, 
positive Momente, wenn E/’<AC, dagegen maximale negative Momente, 
y m vr] a 
wenn s > AC'!). - 
EI pp pr 3. Fall: %,#%,. Hier gilt nach einer 








analogen Ueberlegung an Hand von Abb. 27: 


Satz XVlIlIl: Wandern die beiden 
Enden des Laastenzuges über den an 
den Auslegerbalken anschließenden 





% Koppelträgern, so treten negative 
/ Maximalmomente auf, wenn 
r f ty , 
Abb. 27. ee y=u-ıy }) 
N 19 


Ist der Lastenzug s > G,D, sowie s > A@r, so gibt es zu jedem Querschnitt eine 
ihm nach Satz XVIII zugeordnete Stellung des Lastenzuges für die E sowie F auf den 
Koppelträgern liegen. Gilt eine dieser Ungleichungen nicht, so kann man Satz XVIII 
nur anwenden bis entweder x—=fı oder y—f,; d.h. nur für Quersehnitte zwischen einem 
Querschnitt Q (f}) bis zu einem Querschnitt Q(f,), wenn für Q(f}) die Gleichung gilt 


u uf er ® 12 f 
— ins und für Q()- = ı 
® ta’ (G, D— 5») u Aı (AG — 8) 


zwischen Q (f,) und B, bzw. zwischen Q (fı) und (Ü gilt dann Satz XVII. 

Positive Maximalmomente werden, während sich die Enden des Lastenzuges auf 
den Koppelträgern bewegen, nicht erreicht, dagegen gilt 

Satz XIX: Ist der Lastenzug s>Gı @%, und gleichzeitig s>AC, bzw. 


s> BD, so wird an einem Querschnitt zwischen B und Ü das positive 
Maximalmoment dann eintreten, wenn der Balken von A bis (€, bzw. von B 


bis D mit Last bedeckt ist. 


12. Die Maximalmomentenfläche zwischen den Mittelstützen B und C für 
einen über den Balken wandernden gleichmäßigen stetigen Lastenzug. Ent- 
sprechend den Fallunterscheidungen 1, 2, 3 im vorigen Abschnitt sind 3 Konstruktions- 


verfahren abzuleiten. 


Für die restlichen @Querschnitte 


Erstes Konstruktionsverfahren: (A Fı). 


Wandern E und F zwischen B und (, so stimmen alle Verhältnisse mit den Ver- 
bältnissen für den einfachen Balken überein. Aber auch, wenn E und F nicht mehr 
zwischen B und C, jedoch noch innerhalb von Gı und G, wandern, bewegen sich die 


') Man beachte, daß sich die Lage des zugeordneten Querschnittes bei der Erzeugung von 
positiven Maximalmomenten in derselben, bei der Erzeugung von negativen Maximalmomenten in ent- 
gerengesetzter Richtung wie der Balken verschiebt. 

3) Man beachte, daß sich die Lage des zugeordneten Quersehnittes entgegengesetzt der Ver- 


schiebung des Lastenzuges ändert 
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über B und (Ü liegenden Punkte B und € noch auf den äußersten Parabeltangenten, d.h. 
auf den freien Seilstrahlen ihrer Seilparabeln, nur mit dem Unterschiede, daß die Punkte 
B und (C jetzt auf den rückwärtigen Verlängerungen dieser freien Seilstrahlen wandern. 
‘Vergl. Abb. 17 mit Abb. 28). Die freien Seilstrahlen sind in beiden Fällen die Be- 


4 
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Abh. 29. 


stimmungstangenten der Schlußlinienparabeln. Es läßt sich daher die in Abschnitt 6 
(Satz IX) entwickelte Methode anwenden, die sich hier sogar besonders einfach gestaltet, 
da die Bestimmungstangenten mit den letzten Seilstrahlen übereinstimmen. Es ist also 
keine äußere Teilung von BC, noch das Einführen von negativen Hiliskräften notwendig. 
Es gilt: 


10 
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Satz XX: Die positive Maximalmomentenfläche eines Auslegerbalkens 
„wischen den Mittelstützen B und ( unter einem Lastenzuge vom Gewicht X 


und der Länge s stimmt — solange sich der Lastenzug zwischen G, und G@G, 
bewegt überein mit der Momentenfläche einer gleichmäßig kontinuierlich 
2. ' F ee . K 
über den Balken BÜ verteilten Last von der Größe (2 K s ): 

| ! 

d 

















Abh. 30a. 

















4 2 Q; r;] Alk) f IB y, 


Abb. 30h. 


Zu beachten ist nur noch, daß die so gewonnene Fläche nur von Q(aı) bis zu 
dem Querschnitte Q (a,) wirklich Maximalmomentenfläche ist. 


Zweites Konstruktionsverfahren: (Ks F}). 


E und F wandern je auf einem Koppelträger. Man zeichnet (Abb. 29) aus ihren 
Tangenten — da man diese zur weiteren Konstruktion noch braucht — eine Parabel, 
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deren Krümmung der zu untersuchenden stetigen Last entspricht, die man aber nach 
beiden Seiten ohne Rücksicht auf die Länge des Lastenzuges verlängert. Nunmehr denkt 
man sich den Lastenzug EF über den Balken geschoben. Man beginnt in dem Augen- 
blick, in dem zuerst beide Enden des Lastenzuges sich auf den Koppelträgern befinden. 
Der laastenzug erstreckt sich also jetzt zwischen den Senkrechten durch die Punkte | 
und 1. Da die Vertikalen durch A und D die Seilparabel nicht mehr zwischen 1 und I 
treffen, so liegen die zugeordneten Punkte A, und D, auf den Tangenten an die Parabel 
in 1 und I’. Die über (G,)ı und (G,)ı liegenden Punkte (G,)ı und (@G,)ı der Koppel- 
trägerschlußlinie liegen dagegen auf der Seilparabel selbst. Rückt der Lastenzug nun 
weiter bis zu der Stelle zwischen zwei Vertikalen dureh 2 und 2, so sind nach der 
gleichen Betrachtung die über A und D liegenden charakteristischen Punkte A; und D, der 
Schlußlinien auf den Tangenten an die Parabel in den Pankten 2 und 2’ zu suchen; die 
über den Gelenken liegenden Punkte sind dagegen dieselben geblieben. Das Gleiche 
eilt für die Stellung 3 3’, sowie wenn eine größere Genauigkeit gewünscht wird 
jür alle beliebigen Zwischenlagen. 


Die Verbindungeslinien AG, schneiden auf der Vertikalen durch B die Punkte B, die 
Verbindungslinien D@Gs auf der Vertikalen durch (€ die Punkte (’ aus. Die Verbindungs- 
linien entsprechender B und ( hüllen zwischen den Vertikalen durch Q(f,) und Q(b) 
eine Kurve RS ein, die zusammen mit dem darüberliegenden Stück des Parabelbogens 
)/IN die Maximalmomentenfläche während der Wanderung des Balkens von der Stellung 
I 1’ bis zu der Stellune 3 3’ begrenzt!,. Die Krümmung der Kurve AS gegen das 
Parabelstück MN ist konvex. Sie begrenzt also, wie vorauszusehen war, eine Fläche 
der negativen Marimalmomentenfläche. 


Drittes Konstruktionsverfahren: (E%, F}). 


Ein Ende des Lastenzuges wandert auf einem Koppelträger, das andere Ende aui 
dem Ausleger der anderen Seite. 

Der Gedanke der Konstruktion ist in diesem Falle (Abb. 30a und b) derselbe wie 
in Abb. 29. Es vereinfacht sich nur die Konstruktion der Punkte €, da das Ende F des 
Lastenzuges jetzt zwischen € und @% liegt, d.h. D, sowie G, stets beide auf dem letzten 
Seilstrahl, also hier auf den letzten Parabeltangenten für die einzelnen Stellungen des Lasten- 
zuges liegen. Die Punkte C sind also weiter nichts als die Schnitte der rückwärts ver- 
längerten Parabeltangenten mit den Vertikalen durch €. In Abb. 30a wurde der Fall 
gewählt, daß EF< AC ist, so daß die Schlußlinien B3( eine positive Maximalmomenten- 

nz 
läche begrenzen, in Abb. 30b dagegen ist s> AC, so daß eine negative Maximal- 
momentenfläche erzeugt wird. Die Berührungspunkte der Sehlußlinien BC mit der Grenz- 
kurve findet man nach Satz XVII. Insbesondere ist /2? in beiden Zeichnungen der Be- 


rührungspunkt von B; CG3. Der Berührungspunkt von Bı (ı ist in Abb. 30a Ci, dagegen 
in Abb. 30b Bı. (Vergl. Anm. 1, S. 148). 


, 
In Abb. 30a ist das über @(a,)C liegende Flächenstück die Fortsetzung einer 
nach Satz XVI konstruierten positiven Momentenfläche; in Abb. 30b ist das über BQ (f,) 
liegende Flächenstück die Fortsetzung einer nach dem in Abb. 29 angegebenen Schema 
gezeichneten negativen Maximalmomentenfläche. 04 


) Es sei daran erinnert, daß bei zeeigneter Länze des Lastenzuges die Q (l,) bzw. f,) aueh 
mit DB und @ zusammenfallen können. 


10* 
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ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Praktische Verfahren der Gleichungsauflösung. 
Von R. v. MISES und H. POLLACZEK-GEIRINGER in Berlin. 
Fortsetzune und Sehluß von Heft 1 (1929). S. 77.] 


5. Homogenes $ystem linearer Gleichungen. Kleinster Eigenwert. Das 
homogene Gleichungssystem: 


dıı ) |) 7 } dı a ) &Xy + ä t- dl ). Ln == UV \ 
dyı ) IL, t (a; 2 ). I) + . . + @ ). ih U ! (1) 
A,ı 4 &ı + A, A %o ' .. alas I) 0 

besitzt, wie bekannt, nur dann eine Lösung außer der trivialen = — . — L, 0, 


wenn 4 der Gleichung »„!*" Grades genügt, die durch Nullsetzen der Koeffizienten- 
Determinante entsteht. Die Determinante aus den a, setzen wir im folgenden von Null 
verschieden voraus. Wir wollen zeigen, daß man, wenn die &„ symmetrisch sind, 
(Ar Gy), durch ein Iterationsverfahren zugleich die Lösung der Gleichungen und die 
zugehörigen A-Werte, die sogenannten Eigenwerte von (1), finden kann. 

Unter den angegebenen Bedingungen existieren, wie die Algebra lehrt, stets n 
reelle (nicht notwendig voneinander verschiedene) Eigenwerte Zu jedem von ihnen gibt 
es mindestens ein, natürlich nur bis auf einen Faktor bestimmtes l,ösungssystem von (1); 
zu einem 4, das eine A-fache Wurzel der Determinantengleichung ist, gibt es k linear 
unabhängige Lösungssysteme. Wir können daher die Reihe der, ihrem Betrage nach ge- 


ordneten, Eigenwerte mit 1, has. ..4, bezeichnen, wenn jeder Eieenwert so oft an- 
geschrieben wird, wie es seiner Vielfachheit entspricht; falls zwei entgegengesetzt gleiche 
Eirenwerte auftreten, werden diese nebeneinander gesetzt: A, —A,... Mit t,tı,...X 
bezeichnen wir die zugehörigen, sämtlich voneinander verschiedenen, linear unabhängigen 
Lösungen von (1). Jedes t; gehört zu einem 4, @—=1,2,...n) in der Weise, daß kurz 
geschrieben 

v=AuNG SEE a a ; ; ° 


Dabei bedeutet der vor ı gesetzte Buchstabe VW, daß der Vektor x mittels der Matrix \., 
d.h. mittels der Koeffizienten a,, transformiert wird, also die Komponenten von Wr die 
Werte haben: 

Aıı Kı # : - » AIn ini Aıı +: . . + An Un! . ee > 975 10: >, On EEE u , ARRRe , . Mon 

Um zunächst den kleinsten Eigenwert /, und eine zugehörigs Lösung rı zu er- 
halten, bilden wir unter Weglassung des jetzt festbleibenden Index 1 eine unendliche 


Folge von Näherungen, und zwar von Vektoren 3, 3,... und von positiven Zahlen (U), 
u), ... wie folgt: Ist u”, 3) schon bekannt, so sollen die Komponenten 4" *D), „U *+D, 
. 2,” *D von 3” "UV gegeben sein durch: 

Te u (a1 A” + a3 2” +... +ın2 ”) 

2, +1 } ai ö (as 2‘ ) + dag Ay ! ” .. tr da Zn’) | (9 

2 1) u” (a, ı 2) + au 2, t Ann än’) } 
oder kürzer: 

ri wNzt vu "SER  : ; | 
Der erste Vektor 3!) ist frei wählbar. 
Die Zahlen «U, u®,... lassen wir vorläufig beliebig; für ihre Wahl bei der 


praktischen Durchführung des Verfahrens werden später Gesichtspunkte angegeben. Durch 
Aenderung eines u) werden nur die folgenden Näherungen 3” *D,30+2,,.. mit einem 
Faktor multipliziert. Da aber tı selbst nur bis auf einen Faktor bestimmt ist, haben wir 
lediglich zu zeigen, daß die 3” bis auf einen Faktor konvergieren, d.h., daß 3 * 
gegen konst. 3% geht oder jeder Quotient 2,” * ):. 2) (=1,2,...n) gegen eine von / 
unabhängige Zahl. 

Das hier angegebene Verfahren stimmt genau überein mit dem in der Technik zur 
zeichnerischen Bestimmung der Eigenwerte gewisser Randwertaufgaben (Knickproblem, 
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kritische Drehgeschwindigkeit) verwendeten Verfahren von L. Vianello. Der Konvergenz- 
beweis gelingt analog dem Beweise, den J. J. Koch!) kürzlich für die Anwendung des 
Vianelloschen Verfahrens auf Randwertprobleme gegeben hat. Hierzu ist eine Reihe 
von Eigenschaften der / und t zu entwickeln. 
Da die &,„ voraussetzungsgemäß symmetrisch sind, gilt, wie man leicht nach 
rechnet, für zwei beliebige Vektoren Yı, Ya... die Beziehung: 
An)u = (An)tı, 


/ 
die besagt, daß das skalare Produkt von rt, in die Transiormierte von ty gleich ist dem 
skalaren Produkt des Vektors Y, in die Transformierte von tı. Daraus aber folgt sogleich 
die sogenannte Orthogonalitätseigenschaft für die zu verschiedenen Eigenwerten 
)ı, Ag gehörigen Vektoren Tı, a Wir haben nach (2) 
U — h, | Y} y I; ’B | 1 . 


Multipliziert man die erste Gleichung skalar mit ty :/,, die zweite mit tı:4,, so erhält 
man durch Subtraktion: 


1 | ) 
| n=- (An) (Ara)Xı v, 
\/ 


| 42} 3 

und da A, E42, so folgt ı » = 0, d.h. zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehörige 
Eigenlösungen von (1) stehen aufeinander orthogonal. Gehören aber zu einem und dem- 
selben Eigenwert /,;, zwei (oder mehr) voneinander verschiedene Eigenlösungen , so ist 
auch jede lineare Kombination dieser beiden Vektoren, also jeder Vektor der von den 
beiden Eigenlösungen »ausgespannten« Hyperebene eine Eigenlösung. In dieser Ebene 
können wir in vielfacher Art zwei solche Vektoren wählen, die aufeinander senkrecht 
stehen; andererseits stehen sie nach dem früheren gewiß auf allen Vektoren senkrecht, die 
zu anderen Eigenwerten gehören. Wir können auf diese Weise ein System von Eigen- 
funktionen Y,, Ya,... X. angeben, die paarweise aufeinander orthogonal stehen und deren 
iede zu einem der Eirenwerte /ı, Aa, ... 4. geehört; in dieser Reihe ist jeder Eigenwert 
so oft angeschrieben, als es seiner Vielfachheit entspricht. 

Denkt man sich diese Yı,... Y. gefunden, so kann man ihre n zueinander nor- 
malen Richtungen als ein Koordinatenkreuz im r-dimensionalen Raume benutzen. Für 
den in (3) eingeführten Vektor 3‘, den ersten der Vektoren der unendlichen Folge 
(1) 32), ,.. schreiben wir: 


> 


, 


wobei ec; mit der Länge von rt; multipliziert, die ö-te Komponente von 3) bedeutet. Man 
kann die c, selbst im verallgemeinerten Sinne als »Komponenten« von 31!) in bezug auf 
das System fı, Ya, .. . I. bezeichnen. Es folgt dann aus (3) und (2) 


FE | Fr af. 
a = AD MNM Ya tan +...+.6)= ul) (4 EEE ) (5). 
fi 7.2 In 


Die verallgemeinerten Komponenten von 3% in bezug auf das Hauptachsensystem sind 
“ 


(1) l) | 
[2 / 4 / 14 n . f1\ . y « 
BO dB —, —,.., -fache der Komponenten von 3). Die Komponenten von 3%) er- 
I fg In 
(9) ) (‘) 
= z PN „. n\# u‘) u\- a S 
hält man daher analog, wenn man die von 3‘) mit i Tr, multipliziert, usf. 
? I L.9 In 
) J.J. Koch, »Bestimmung höherer kritischer Drehzahlen schnellaufender Wellen«. Verh; des 
2. int. Kongr. f. techn, Mech., Zürich 1926, 85. 213. Der Kernpunkt des Beweises findet sich, ebenso wie 


das Lösungsverfahren selbst, für den Spezialfall der Fachwerkschwingungen schon bei E. Pohlhausen 
diese Zeitschr. 1921, S. 2S5—42). \ndererseits ist die Pohlhausensche Aufgabe allgemeiner als die 
von uns behandelte. Sie besteht in der Aufsuchung der Kigenwerte und Eigenlösungen eines Systems 

Br=ıANT, das zwei definite quadratische Formen | und ® enthält. Die von Hrn. Pohlhausen an- 
gegebene Lösung erfordert bei jedem einzelnen Schritt die explicite Auflösung eines Systems von 
n Gleichungen mit der Koeffizientenmatrix ®. In seinem Spezialfail läßt sich diese Aufgabe verhältnis- 
mäßig einfach graphisch erledigen. Jm allgemeinen wird bei Vorliegen des Problems (a) dem im Text 
angegebenen Lösungsverfahren eine Behandlunz des Gleichungssystems ®Y=YV mit beliebigem V nach 
Abschnitt 3 vorauszugehen haben. — Ueber den Zusaınmenhang der in der technischen Mechanik auf- 
tretenden Randwertprobleme mit «der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen bzw. mit der Theorie 
der Randwertaufgaben gewöhnlicher Differentialgleichungen vergl. E. Treiftz, diese Zeitschr., Bd. 3 (1923), 
Ss, 272 ff. sowie van den Dungen, Comptes rendus, Paris t. 177 in mehreren Abhandlungen. 
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Schließlich wird 





4 1 ‘ 2 Cn 
2 U uw”) « Tr +4 +... 7+ Y, 
ur 7 /9? An’ 
dd 7 A} /; E 
ah tanl;,) - ih ( 
/. | 7 Pa | 
L - J 
Sind nun, was wir vorläufig voraussetzen, 4», 45,...4A, alle dem Betrage nach 
größer als /, (d.h. /, ein einfacher Eigenwert und ,, kein Eigenwert), so ver- 


schwinden für unbegrenzt wachsendes » alle Glieder bis auf das erste in der Klammer 
und es entsteht durch Vergleich der Formeln für 3% und ;v +1 


f 


(+1 u ” ir 
(vr) > DR el ae Se 
A 

Unser Verfahren führt also, genügend weit fortgesetzt, zu zwei Zahlengruppen 21, ... 2,0 
und 30 *+D), ...2,0+D, die sich nur um einen Faktor unterscheiden. Jede von ihnen 
kann als l,ösung von (1) bzw. (2) angesehen werden, und der zugehörige A-Wert 
ergibt sich aus: 

\ ii 2, 2 . Zu \) en 

; im m lim u”) —° =.. ‚=1lim re i. ©; 

U gubH+ + 77 ,6+1 ' 
»T. er. 2 >SI © / >% = 


Für die praktische Ausführung wird man die u etwa als dekadische Einheiten 
wählen. Welche Einheit man verwendet, das ergibt sich von selbst, wenn man z.B. 
verlangt, daß die ersten Komponenten 2, von 3% (r—=1,2,...) stets von gleicher 
Größenordnung bleiben. 

Ist 4} ein mehrfacher, z.B. ein zweifacher Eigenwert (4, )s), za dem also 
zwei verschiedene Eigenlösungen Y,, Y, gehören, so ändert sich im Beweisgang zunächst 
nichts wesentliches. An Stelle von (#6) tritt die Gleichung 

(vrl) u)... Yı C2 le) + st (,.) a ui; (5) | . (6), 

/' L_ r3 An’ _ 
und daraus folgt auf dieselbe Weise wie oben die Beziehung (7) zur Bestimmung von Jı. 
Um auch die beiden zugehörigen Eigenlösungen zu bestimmen, braucht man außer der 
einen Kombination °ı Yı + € Ya, die sich bei der Wahl von 3 als Ausgangsvektor der 
lteration ergibt, noch eine zweite. Geht man daher von einem 3,‘ aus, das kein Viel- 
faches von 3.) ist, so erhält man als Ergebnis der Iteration im allgemeinen eine andere 
lineare Zusammenfassung c, TV; 03 Ya der Eigenlösungen r, und t.. Durch die linearen 
Kombinationen der beiden gefundenen wird die Gesamtheit der zu /, gehörigen Eigen- 
lösungen dargestellt. 

Der Fall, daß neben A, auch —/, ein Eigenwert ist, läßt sich auf diese Weise 
nicht erledigen. Wir sprechen indes den folgenden Satz aus, der, von diesem Fall ab 
gesehen, die Berechnung des absolut kleinsten Eigenwertes und der zugehörigen Figen- 
lösungen festlegt. 

Satz Il. Für ein homogenes lineares Gleichungssystem der Form (1) 
mit Parameter A, das kurz geschrieben, 

v=-AWr ee erh 
lautet, können der kleinste Eigenwert und die zugehörigen Eigenlösungen 
gefunden werden, indem man, ausgehend von einem willkürlichen Vektor 3), 
mit geeigneten Beiwerten uU eine Iteration 


x 


AN 1 u D | v) v=1,2...) ee (b) 
ansetzt. Fährt man solange fort, bis 3#"*D annähernd parallel 3% ist, so 
liefert das Verhältnis der Komponenten von 3%” zu den Komponenten von 
‚v+l) den Wert /,: die gemeinsame Richtung von 3% und 3" + ist eine zu- 


gehörige Eigenlösung. Besteht die Vermutung, daß /, ein mehrfacher 
(r-facher) Eigenwert ist, so ist die Iteration (b) nochmals mit einem an- 
deren Ausgangsvektor zı und WM=u®)—...—/4, durchzuführen; diese er- 


gibt als limes-Vektor eine etwa vorhandene weitere zu /ı gehörige Kigen- 
lösung, usf. Auf diese Weise ergeben sich so viele zu /, gehörige verschie- 
dene Eigenlösungen, als der Vielfachheit r von /ı entspricht. Durch diese 
‚Vektoren wird die r-fach unendliche Mannigfaltigkeit der sämtlichen zu /ı 
eehörigen Eigenlösungen ausgespannt. Das Verfahren konvergiert immer, 
wenn nicht der absolut kleinste Eigenwert /, mit positivem und negativem 
Vorzeichen auftritt, 








fi 


a 
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Als Beispiel wählen wir die Behandlung eines Randwertproblems einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung nach dem Ritzschen Ver- 
fahren: die homogene selbstadjungierte Differentialgleichung: 

1 } | ’ 
= Ir@) 4 +Ik(a)y(X)—=0; yla)=ylb) =0 
daN dx | 
führt nach dem Gedankengang von Ritz, bei dem Ansatz 
y(X)=cYyılf)+... = e. Yn(&); s:la) = :(b) = 0; = 2, 
auf n Gleichungen für die Koeffizienten cx: 


7 


SE (Br Am) a —=0;: (HE Pe Re) 
wm] 
b h 
" ag, dag, " ! 
Br=Pı = I» (x) de, Wels |k(«) Pu(lX, pl) dw. 
dxz dx ? 


Wir setzen voraus, daß die qg. so gewählt sind, daß A. —0 für ı=##. Dagegen ist es 
nicht erforderlich, die g,(2) so zu normieren, daß fx —= 1 wird. 

Sei zum Beispiel p(&)—= 1, k(@)—-%, a—0,b=2n und 9,(%) =sinxz gewählt. 
Da k(&) sein Zeichen nicht wechselt, sind bekanntlich alle Eigenwerte positiv, so daß 
entgegengesetzt gleiche Eigenwerte ausgeschlossen sind. 

Man findet durch partielle Integration: 


su 4ıx 13 Es 8 n?3 Je 
u (42x92 \ x); Bude 3 2x° 
und Br 0 (F.x); Br = #’m. 


Wir erläutern hier das Verfahren der Kürze halber an dem Näherungsgrade n — 4 
ınd erhalten, wenn &%, für die unbekannten Koeffizienten c, gesetzt wird, die Gleichungen: 
. 8. 1? 1 16 3 32 
x —h [ — ). +7 u + Tu x 


o ,) 


«) - 


| 9 3 8 25 g | 
9q |} .. 185 = er i & | u 1 
Ss 5 « 3 18 19 
6 — } | a + i %, 4 96 ns ( sn“ v a ) 2 
1 225 g 49 8 32 A 
8 n® 1 


Dividiertt man die erste dieser Gleichungen durch «= a aaa 25,81904 die zweite 
durch 46, die dritte durch 9«, die vierte durch 16«, so erhält man das System 
— e)[1. x + 0,068856 & + 0,014524 X + 0,005508 &;] 
%; — @4[0,017214 % + 0,253631 &% + 0,018591 % + 0,004303 %;] 
%; — a4 [0,001614 X + 0,008263 &,; + 0,113024 & + 0,008431 %,| 
%, = a4 [0,000344 &, + 0,001076 © + 0,004743 X; + 0,045094 &, |. 


Wir wählen als Ausgangsvektor 3!) den Einheitsvektor mit den Komponenten 1,0, 0,0 und 








setzen die Beiwerte ul) — u — ,.. — Dann ergeben sich die Komponenten der 
a 
Iterationsvektoren. 
Index («der 
Näherung “ os “3 -4 
1. | 0 0 0 
®: 1 0,017214 0,001614 0,000344 
3. 1,001210 0,021611 0,001941 0,000387 
4. 1.002728 0,022754 0,002017 0,000393 
b. 1,004326 0,023071 0,002037 0,000397 
6. 1,005947 0,023180 0,002045 0,000398 
7. 1,007575 0,025235 0,002050 0,000399 
8. 1,009207 0,023249 0,002053 0,000400 
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Der (Quotient der Komponenten der siebenten und achten Niäherung ist 0,988 und somit 
j | 


h= - 0,398 = 0,0387. 
25,81904 


Für die zugehörige Eigenlösung erhält man aus der achten Näherung: 


. 0,023249 . 0,002053 ._, 0,006400 

yı(%) = Üonst. | sin X + sın 2% + sın 3X —+ sin 4% 

\ L 1,009207 1,009207 1.009207 E 
Const. (sin © + 0,023037 sin 2% +- 0,002034 sin 3% + 0,000396 sin 4%). 


Die bisherigen Ueberlegungen reichen für die Behandlung derjenigen Aufgaben 
aus, bei denen die a.. als Koeffizienten einer quadratischen Form auftreten, die nur 
positiver Werte fähig, also positiv definit ist und daher nur positive Eigenwerte besitzt. 
Das gilt, wie bekannt, für lineare Gleichungen, die aus Minimumproblemen hervorgehen, 
beispielsweise für die Schwingungsaufgaben und Stabilitätsprobleme der Eiastizitätstheorie. 
Wenn man die Koeifizientenmatrix nur als symmetrisch voraussetzt, so bedarf noch 
der Fall zweier entgegengesetzt gleicher Eigenwerte /, und Ay — — }, einer ge- 
sonderten Untersuchung. 

Hier gestaltet sich die Iteration folgendermaßen: Nehmen wir den Index » als 
gerade Zahl an, so ist, wenn alle “= 1 gesetzt sind nach (6): 


| $ Aı\Y 2 
a\ )— > ° ı + Glas + Cılı | n) Fir 4 
/r - \/3 
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1, 


Ar ER, rn STE 


9 1 u A\Y tl 
—— | cı Iı Gl + Gl; (\ ) +... 
) L_ h3 


Wächst vr unbegrenzt, so folgt aus der ersten und dritten dieser Gleichungen 


\ 


7 eu 9 = CO Er 1 CZ 22 9 EEE . (12), 


d. h. die (vr — 1)te und (» + 1)-te Näherung liefern annähernd, bis auf den Zahlenfaktor /}?, 
gleiche Vektoren. Wir folgern aus (11), daß 


rs 
< 
nz 
— 


lim A Don + GL 
re 
Analog ergibt die vierte Gleichung (11) 
lim ArYtl3b+2) = ah — ls 
v—.)>.% 
Um also die Eigenlösungen zu erhalten, kann man unter Weglassung gleichgültiger 
Faktoren für genügend große » 
= 30 t+D + 2,30 +2 und u’ = gr tD 4,3039 . 0. 0.(18) 
bilden. Zu rı' gehört A,, zu ı’ gehört — A, als Eigenwert. 
In die Augen fallend bei der Durchführung der Iteration ist hier, daß bei 


wachsendem » allmählich die Näherunrgvektoren mit ungeradem Index untereinander und 
die mit geradem Index untereinander parallel werden. 


Wir können somit Satz 11 durch folgende Vorschrift ergänzen: 

Satz 12. Tritt der kleinste Eigenwertbetrag 4, doppelt auf, als 
Eigenwert mit positivem und negativem Vorzeichen, so setzt man die Itera- 
tion wie in Satz Il an. Es werden dann bei genügend großem (geradem) 
Iterationsindex » die Vektoren 3”-V und 3" +1) einander ähnlich und ebenso 
die Vektoren 3) und 3"*2, Der Betrag des Eigenwertes und die zu /, bzw. 
—), gehörigen Eigenlösungen bestimmen sich gemäß (12) bzw. (13). 


6. Höhere Eigenwerte und Eigenlösungen. Für die Ermittlung des zweiten 
Eigenwertes und der zugehörigen Eigenlösung nach Auffindung des ersten Eigenwertes 
und der zu diesem gehörigen sämtlichen Eigenfunktionen pflegt man folgendes Verfahren 
anzugeben. Nehmen wir an, um die Gedanken zu fixieren, der erste Eigenwert }, wäre 
ein einfacher gewesen und tı die zugehörige Eigenlösung. Um )» und Ya zu finden, 





m 
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subtrahiert man von einem beliebigen Vektor 3 seine Komponente in Richtung von Yı, 
setzt also: 
4 .:Y 
U); — ' eu? R . . . . . s . . (8), 
I“ 
(was man analog zu (8) auch ausführlicher schreiben kann). Der Vektor 3) hat dann 
in Richtung von tı keine Komponente, es ist 3)» x, = 0. Daher verschwindet für 3) bei 
der zu (4) analogen Darstellung der erste Koeffizient und es gilt der Ansatz: 
MW _- on ta +:..:-+ulı: 2: 2 2.0.2.0). 
Iteriertt man, ausgehend von einem solchen Vektor, 3) genan wie früher durch (5') 
— wobei hinsichtlich der Wahl der Beiwerte das dort Gesagte beachtet werden kann 
so ergibt sich für den iterierten Vektor ganz analog zu (6) die Beziehung: 


’ 


.: u\® \ . 
ri), > - m) Me va... 2000.08 0% KO). 
42 

War etwa /, ein zweifacher Eigenwert, zu dem zwei zugehörige, linear unabhängige 
Eigenfunktionen bereits ermittelt sind, so muß man von einem willkürlichen Vektor 3 
seine Komponenten nach Richtung dieser beiden Eigenlösungen subtrahieren und den 
Differenzvektor als Ausgangsvektor der Iteration (3') wählen. 

Ebenso ermittelt man, falls etwa }, und A, einfache Eigenwerte sind, den dritten 
Eigenwer} }; und seine zugehörige Eigenlösung Y;, indem man von einem Vektor ;): 
„Er... B.n | | (8) 


2, 


5 I2“ 


\ 


(1) r 
31) =} - 


ausgeht, usf. Kurz, man hat immer, ob nun einfache oder mehrfache Eigenwerte 
vorhanden sind, einen solchen Ausgangsvektor zu wählen, der auf allen früher er- 
mittelten Eigenlösungen, die zu kleineren Eigenwerten gehören, senkrecht steht. Dann 
wird man durch die Iteration (3) stets auf einen neuen Eigenwert und eine zugehörige 
Eigenlösung geführt. 

Allein für die wirkliche Rechnung ist diese Vorschrift ziemlich wertlos. Denn es 
ist in der Regel unmöglich, einen Ausgangsvektor 3) so- zu wählen, daß seine Komponente 
in Richtung der ersten Eigenlösung exakt verschwindet, wenn man diese Eigenlösung 
nur durch ein Näherungsverfahren gefunden hat. Wenn aber diese Komponente nicht 
restlos getilgt ist, so fällt man in Verfolgung der Iteration immer wieder auf die erste 
Eigenlösung zurück, wie das folgende einfache Beispiel zeigt. .Die Lösung von % — 
(2% +%); & =Ax, kann man sogleich angeben: e it 4, = Y2?— 1, , = — (V2-+1), 


f rc 
h=1,(V/2— 1); b=|1, —- (V2-+1). 
Versucht man, die zweite Eigenlösung nach dem oben dargelegten Verfahren zu 


bestimmen und setzt für den Ausgangsvektor 3.) der Iteration geradezu 1, — 2,414, also 
die schon auf vier Stellen richtige zweite Eigenlösung ein, so erhält man mit u) — I 
die folgenden Zahlen für 2, und 2,% (vr =1,2,... 11): 
l —0,414 0,172 | —0,070 32 —6 20 34 88 210 | 498 
2,414 1,000 — 0,414 | 0,172 — 70 32 6 20 34 58 210 


Man sieht, wie diese Zahlenfolge gegen die erste Eigenlösung mit dem Komponenten- 
Verhältnis 1:0,414 konvergiert. Wie viele Stellen der ersten Eigenlösung man auch bei 
Wahl des Ausgangsvektors berücksichtigen mag, stets wird sich ein ähnlicher Verlauf 
ergeben !!). 

Ein brauchbares Verfahren zur Aufsuchung der zweiten Eigenlösung ist folgendes. 
Es wird genügen, den Fall zu betrachten, daß die beiden absolut kleinsten Eigenwerte /ı 
und /3 einfache sind, und nicht auch gleichzeitig —/, oder —/, die Rolle eines Eigen- 
wertes spielt. Wie man in den komplizierten Fällen den jetzt anzugebenden Gedanken- 
gang mit den früher ausgeführten Verfahren zu kombinieren hat, ist dann nicht mehr 


I) Auf diese bei Bereehnunz der höheren Eirenwerte und Eizenlösunzen auftretende Schwierig 


keit wird auch in einer kürzlich ersehienenen Arbeit hingewiesen: H. van den Dungen: »Les problemes 
generaux de la technique des vibrations«. M&morial des sciences physiques; Fase. 1V, 1928. Dort 
finden sich Formeln für die Berechnung der höheren Kizenwerte, die im wesen lichen auf M. Harda 
mard (»La serie de Taylor et son prolongement analytique«. Coll. Scientia, 2° edition 1926, Paris) 


zurückgehen. Die Hadamardschen Formeln beziehen sich auf Randwertprobleme gewöhnlicher Diffe- 
rentialeleichungen. Sie sind für die wirkliche Berechnunz der Kigenwerte und Eizenlösungeyp wenigrer 
geeignet als die im Text gegebenen. 
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schwer einzusehen. Wir schreiben unter Beibehaltung aller bisherigen Bezeichnungen 
Gl. (6) jetzt in der Form 
cı LIESS ha? Äo\” _ 
. (v4 ) — —— | Gh-+ (3 F I + 06 ( utr...6 ( 
| / )4 


3 


= | 
Ä r. | (14). 
u + Äh rı i 1) An 4 


Geht man statt von 3‘) von einem anderen Vektor 3,1) aus, dessen Entwicklungskoeffi- 


zienten cı',y', ca ... (an Stelle von Cı,2, 3, .. .) lauten, so führt die Iteration zu 
l cı | u f  FASN? /9 u j /g “7 f 
Be - Yı +4 | CG la +13 ( Y, — Cı ( Y,; > ...—+ 6. ( - ) I, (14 ): 
A 3 u\ Ay’ A’ L Az3l/ Ag An | 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Erweiterung mit cı' bzw. c, und Subtraktion 


af > 5) ) = 
C} 2 ’ } | e 4] t ] 
1) | , lo\’ 
7 Em ‚ 13 ' 42 ' ’ 
(ce) ©% GG) 4 ( (cı @ a1G)h-+... ( (cı Cn01 Ca) r. | 
/9’ | \43 Un 2 


Da die »'" Potenzen der Quotienten Ay:4;, Ag:A, usw. mit wachsendem » gegen Null 
gehen, so erhält man mit 
ec ba c hy 
1a —cıcy ul)... um Fr 019 —cıCy ul), .. u) 
für 1, die Beziehung 
= lim (a, vd — a/ahtl)) . . 2 2 2020. (18), 
> % 

in Worten: die zweite Eigenlösung Y, erhält man bei genügend großem » als eine be- 
stimmte Kombination der »t®" Iterierten, die aus zwei beliebigen verschiedenen Ausgangs- 
vektoren entstanden sind. Dabei ist nur vorausgesetzt, daß nicht zugleich C =x%c, und 
(a = % 0» ist, was im allgemeinen leicht zu erreichen sein wird. Die Koeffizienten ae, und 
«@'’ in (15) sind unbekannt, aber dafür kennt man die Bedingung, daß tv, auf dem schon 
früher ermittelten Yı senkrecht stehen muß. Die tatsächliche Bestimmung von Y, (und 
von /,) unterliegt noch einigen numerischen Schwierigkeiten. 

Zunächst sieht es so aus, als ob die Behauptung (15) einen Widerspruch gegen 
Satz 11 enthielte. Denn dort wurde behanptet, daß jeder Ausgangsvektor nach genügend 
langer Iteration auf die Richtung Yı führt, so daß jede lineare Kombination von 3 +D 
und 31” *V schließlich auch nur die Richtung rt, haben könnte. Aber diese Aussage ist auf 
(15) nieht anwendbar, weil die Koeffizienten «, und «, vom Index » abhängen und ev. 
mit ihm ins Unendliche gehen. Tatsächlich muß man die Rechnung bis zu einem » führen, 
für das die Vektoren 3%, 37 FD, 3,% und 3,” *D so weit parallel sind, daß ihre Richtung 
nach Satz 11 für tı genommen werden kann, man muß aber diese Rechnung mit einer 
solehen Genauigkeit durchführen, daß auch noch Unterschiede in den Rich- 
tungen von 3” *D und 2,” Fl! merklich sind. Schreiben wir jetzt vorübergehend 3 
und 3 für 3” +D und 4, *+D und bezeichnen wir mit z und z’ die Längen dieser beiden 
Vektoren, so haben die Vektoren 


u 


3 und — 3% 


Ds 


gleiche Länge und annähernd beide die Richtung von tı. Wir dürfen daher rı als parallel 


zum arithmetischen Mittel von 3 und “3 annehmen, also auch parallel der Summe 


Ein Vektor, der zu diesem senkrecht steht und eine lineare Kombination von % und 3 
bildet, ist 


[07 


Er 


ae ET ae 


m 
u 


denn das skalare Produkt der beiden verschwindet: 


- - or 
‚N 07 2 9 
, 


+ Te Ze - 
Somit ist in (16) die zum zweitkleinsten Eigenwert A, gehörige Eigenlösung der 
Richtung nach gefunden. Um auch A, selbst zu bestimmen, bedenke man, daß für jedes 
Vielfache von % die Beziehung 
u —=hA(At) 


[ 
ot 


It 


al 








Band 9, Heft 2 , Yen i 
April 1929 v.Mises/’Pollaczek-Geiringer, Gleiehungsauflösungs - Verfahren 150 


oelten muß. Setzt man hier für xx, das z’-fache des Vektors (16) und bedenkt, daß die 
J-Operation auf 3” +D bzw. 3,” +1) ausgeübt, bis auf den Faktor 1/u® +1 die nächste 
Iterierte 37 +2) bzw. jı +2) ergibt, so folgt 


a 
v+n 23 td - zybti ren 
N ! ‘) +) EHE 2 ® ® ® u ® ° ® ® ® (17), 
2 ıvt2) — 23,02) 


worin für 37 +D, 3,0, #1) usf. irgend eine Komponente der betreffenden Vektoren gesetzt 
werden kann. Die Schwierigkeit der Berechnung liegt hier wie auch bei (16) darin, daß 
in den Determinanten-Ausdrücken von der Forın !3 — 23’ stets sehr kleine Differenzen 
eroßer Zahlen auftreten. Wir werden dies gleich an einem Beispiel zeigen und auch einen 
Weg zur Ueberwindunrg dieser Schwierigkeit angeben. Wir fassen vorerst zusammen: 

Satz 13. Um den zweitkleinsten Eigenwert /» und die zugehörige Eigen- 
lösung % zu finden, führe man Iterationen wie in Satz ll für zwei ver- 
schiedene Ausgangs-Vektoren 3; und 3, durch, bis 30, 30 +D, 2,9, „en 
annähernd parallel sind, treibe aber die numerische Genauigkeit so weit, 
daß die Richtungsunterschiede von ;”*D und ”*D noch merklich sind. 
Dann ist, wenn 2°? bzw. zZ’? die Quadratsumme der Komponenten von ;" +) 
bzw. 21” +D bezeichnet, 1, parallel 2; +D —23,0*+1) und A, gleich dem mit u +D 
multiplizierten Quotienten irgend einer Komponente dieses Vektors durch 
die gleiche Komponente von zZ; +9 — 2," +2), 

In einem Beispiel mit n—= 3, das später näher besprochen werden soll, ergaben 
sich nach 7-maliger Iteration für 3% und 3. die Komponenten, die in den ersten beiden 
Spalten der folgenden Zahlentafel stehen: 


N ,' D 2 
64503 88100 50945 41350 0 5069, 1 
50945 41350 40237 12989 1588152 - 10° 6783,9 

6029 77820 1762 28232 - 385 165 +» 10° 3090, 


Man müßte hier, um it, nach dem eben ausgesprochenen Satz zu erhalten, die Quadrat- 
sımme der beiden Spalten bilden, daraus die Wurzeln ziehen, und mit dem so ge- 
wonnenen 2, 2 die lineare Kombination 23 — 23 rechnen. Dabei wäre es unerläßlich, 
die Wurzeln auf etwa 10 Stellen genau zu bestimmen, was nicht unerhebliche Schwierig- 
keiten verursacht. Man kann ihnen auf folgende Weise aus dem Wege gehen: Da; 
und 3’ nahezu parallel sind, kann man gewiß (in vielfacher Weise) eine Zahl x so wählen, 
daß die Differenz zwischen ?% und 3 ein im Verhältnis zu 3 oder 3’ kleiner Vektor wird. 
Wir setzen daher 


j=r: +) a : ; : ’ ’ . . (15) 
und vernachlässigen beim Quadrieren die zweite Potenz von d. So erhalten wir 
- 5) N 
’ > ) ’ I 
tn’ 2z7t+r 2% D; z = + 
z 
und weiter 
ka b u i D u % no | f d 5) 2 d 
EETEEBERRITLT ar 2d=—(( ) 3 ®d] 
Demnach kann man für Y, den Vektor 
. n N 
G- dd); —d=- 22.3 - 22”d . . 2.0.1 
| | 


setzen. Die Komponenten 2; sind unmittelbar in der ersten Kolonne der Zahlentafel 
segeben, die von d sind noch aus (18) zu bestimmen. Dabei kann man x in (18) ver- 
schieden wählen. Das einfachste wird es sein, die erste Komponente von d willkürlich 
u Null zu machen, also 

2, =AR,, KL 


ann hat man als weitere Komponenten von2, dD=D die Determinanten zweiter Ördnung 


v a as m) de - m Ey Ey Z . ’ » 
ri 9 “Al 2; “1 *3 7 u rer 4 7 “1 eny 


lie aus der zweiten, dritten... n-ten Zeile der beiden ersten Spalten der Zahlentafel mit 
ler ersten Zeile gebildet werden. Die drei Komponenten von d=z,d (mit der Rechen- 
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maschine bestimmt) sind in der dritten Spalte der Tafel eingetragen. Die Summe der 
Produkte der ersten und dritten Spalte gibt 7858,7 10° die Quadratsumme der ersten 


Spalte ist 6792,5 - 10% Daher setzt man für 1» das 2,-fache von (19): pr 
7858,7 » 10° 3 — 6792,5 - 1016. | 
Dabei reicht die angeschriebene Stellenzahl hin, um das Resultat mit der Genauigkeit 
anzugeben, die in der letzten Spalte der Tafel zu finden ist. 
Den zweiten Eigenwert }, kann man, ohne die Längen 2 und 2 zu benutzen, 
jetzt — wie man leicht nachrechnet — auch erhalten, indem man eine beliebige Kom- 
ponente von d durch die entsprechende, mit dem um 1 höheren Iterationsindex dividiert. A 
ks gilt also analog zu (7) DC) su 
N) >flolı .» . DEREN IEE 
dHl res Ba d 
Hat man die Aufgabe, bei größerem n noch höhere Eigenwerte und Eigenlösungen it 
zu bestimmen, so muß man von drei oder mehr Ausgangsvektoren ausgehen, die der Be | F 
dingung unterworfen sind, daß ihre Koeffizienten cı, €, 03, ...Cı, Ca, CH... 04 ya ee. 5 
usf. linear unabhängige Systeme bilden. Die dritte Eigenlösung ist dann in der linearen 
Mannigfaltigkeit enthalten, welche durch die nach v-maliger Iteration gefundenen Vektoren 
u FD 2,06 +D, 30 #1) ausgespannt wird, und ist daraus und den Bedingungen des Normal- d 
stehens auf tı und 1, zu rechnen. — Wir wollen, ehe wir dafür Formeln angeben, noch r 
ein Verfahren skizzieren, das bei Aufsuchung sämtlicher Eigenlösungen die Rechnungen s 
gewiß vereinfacht und übersichtlicher macht, das aber oft auch schon bei Ermittlung der ( 
ersten Eigenlösunge vorgezogen werden wird. 
Wir wählen als ersten Ausgangsvektor 3) den Vektor a,, dessen Komponenten die e 
erste Zeile (und Spalte) der gegebenen Matrix & 1, @ı2, .. .dı„ bilden, und iterieren ihn, 
mit «DD — 1. Dann hat 
(2) — z( 4 A 
zur ersten Komponente die Quadratsumme aus den Elementen der ersten Zeile von \, 
nämlich aıı° + qaı12°—+ ...—+ Adı„‘, zur zweiten Komponente die Summe der Produkte ans 
den Elementen der ersten und zweiten Zeile a ı dıa + dı2 ma +... + 4ı „Ay. usf. Dieser Ä 
Vektor heiße a,(2), seine Komponenten seien mit a1, a3, ... aı„) bezeichnet. Nimmt 


man nun als Ausgangsvektor den aus den Elementen der zweiten Zeile von \ gebildeten 

Vektor as, dann den aus der dritten Zeile gebildeten a; usf., leitet jedesmal die Iterierte, 

mit u) — 1 ab und stellt die n Resultate spaltenweise zusammen, so erhält man eine | 

neue quadratische Matrix | 


(2 ) ) : 
{ / N 
z ı 1» a, 
2) 2 (2 
92) Ad | Gd)a9 « . “An 
® n Ev = 5) 
2 >) ) 
ad, 4,» a 


die offenbar wieder symmetrisch ist. Denn es ist atwa a13“) die Produktsumme aus den 
Elemesten der ersten und zweiten Zeile und a3, die aus den Elementen der zweiten 
und ersten. Man nennt in der Algebra die hier eingeführte Matrix 2) das Produkt von 
AD mit sich selbst. 


lteriert man nochmals, mit u”) = 1, so erhält man als zweite Iterierte von dı, 
da,...0,. neue nr Vektoren, deren Komponenten nebeneinander gestellt, wieder eine 
Matrix XI; geben. Es ist nun bekannt und auch unmittelbar leicht einzusehen, daß der 


Uebergang von \ zu AP, von AP zu A®) usf. eine Operation ist, die dem assoziativen 
Gesetz folgt: Statt aus A erst A®) und daraus I@ zu rechnen, kann man direkt zu 
AD übergehen, indem man A mit sich selbst multipliziert. Von WU® geht man direkt 
zu WD, von hier zu NU6) über, immer durch den gleichen Prozeß des »Quadrierens«. 
Das erste Element «1 ist die Quadratsumme der Elemente der ersten Zeile von A% usf., 
alleemein ein Element von ® die Produktsumme: 
ax = a9 a + ad rd +... + a rn. 

Man sieht, daß hier viel Arbeit erspart wird. Denn die Spalten (oder Zeilen) von 16), 
die beim vierten Schritt — von W ausgehend über AI, A, A® — erreicht werden, 
enthalten die fünfzehnte Iteration der ursprünglichen Ausgangsvektoren dı, dg,... da... Auch 
ist das Quadrieren einer symmetrischen Matrix eine völlig mechanische mit der Rechen- 
maschine bequem durchzuführende Arbeit. 
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Da die Operation \ angewendet auf den Vektor 1,0,0,...0 den Vektor a, ergibt, 
sind die Spalten von AU, die die fünfzehnten Iterierten von dı, da,... cd. sind, auch die 


sechzehnte Iteration der Vektoren 


Auf diese Weise erkennt man, daß die Koeffizientensysteme 


» .? ?’ ?’ en | en ] (n 1) 
Cı, C2, : + On; Ci, 25... ng cı ‚ca re n r 


der n Ausgangsvektoren, wie oben gefordert wurde, linear unabhängig sind. Denn es 
ist ja Ge m), = u), ... ca" —d—= ze, wenn mit X, die #-te Komponente der i-ten 
Eigenlösung Y; bezeichnet wird, (wobei die Eigenlösungen Y; jetzt normiert vorausgesetzt 
sind, d.h. = 1). Die n? Ausgangskoeffizienten bilden also ein orthogonales, daher 
linear unabhängiges System 

Hat man durch viermaliges sukzessives Quadrieren (1) errechnet, so steht noch 
die Wahl offen, welche Kolonnen bzw. welche Zusammenfassung von r Kolonnen, man zur Be 
rechnung der r-ten Eigenlösung heranziehen will. Auch besitzt man bei diesem Verfahren 
eine Kontrolle dafür, ob die Iteration schon weit genug getrieben ist, ohne daß man 
die vr-te und (r—+ I) te Iteration nebeneinander betrachten müßte. Es müssen 
nämlich sämtliche Spalten der Matrix, in den Grenzen der geforderten Genauigkeit, ein- 
ander proportional sein. Ein gewisser Nachteil der Methode ist der, daß sich beim 
l’otenzieren der Matrix etwaige Recheniehler fortpflanzen, nicht, wie sonst bei den Ver- 
jahren der Näherungsfolgen, bloß konvergenzverzögernd wirken. 

Wer mit den Elementen der Algebra vertraut ist, kann die in Satz I1 und 13 
ausgesprochenen limes-Formeln für die Eigenlösungen auch aus der sogenannten Bilinear- 
formel ableiten. Nach dieser gilt, wenn a;:. ein beliebiges Glied der ursprünglichen 
J[-Matrix, x; die “te Komponente der #-ten Eigenlösung bezeichnet und jede der n Eigen 
lösungen normiert, also von der Länge eins, vorausgesetzt wird: 


‚d) r,(1) r,(2) 20.(2 2," 2," 
Ar = + er 
}j bes An 
Außerdem lehrt die Algebra, daß die »-te Iterierte A) der ursprünglichen Matrix YA die 
gleichen Kigenlösungen wie Y und die »v-ten Potenzen 1’, Ay”,...4,” der Eigenwerte 
von \! zu Eigenwerten besitzt. Demnach gilt für ein Glied a.) von A die Formel: 
AR (1) (1) (2) a2) zn) 2u(") 
Ad, = > TE \ 
Ay’ hy’ An’ 


Hieraus folgen durch direkte Ausrechnung die Behauptungen von Satz Il und 13. 

Wir erläutern das Verfahren an einem Beispiel mit n=3, das die Gedankengänge 
der Rechnung klar hervortreten läßt, wenn es auch vielleicht des kleinen n wegen noch 
nicht geeignet erscheint, den großen Vorteil der Methode gegenüber der direkten Rechnung 
Ausrechnung und Lösung der Säkulargleichung) ins rechte Licht zu setzen. Es seien 
vorgelegt die Gleichungen 


as Als +2), 
) 22 23 
nmiln +24), 
Pr od) / 


Es ist also, wenn wir 4 — 104 setzen: 


10 10 0 ‚200 150 20 ‚2900 49590 5900 
AV -A=|ı0 5 2J, ARD =|150 129 12], 19 ac 39285 4608 |}, 
() = ..3 >) 1? A/ 00 4608 569 
6450388100 5094541350 60297782 
AO — [| 5094541350 4023712989 476228232 
602977820 476228 232 56 367425 


Die drei Vektoren, die durch die drei Spalten der letzten Matrix dargestellt werden, 
sind schon annähernd parallel. (Die beiden ersten hatten wir als 3 und 3 in der ersten 
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und zweiten Spalte des S. 159 behandelten Beispiels genommen.) Hätten wir nur die 
Aufgabe, die erste Eigenlösung zu rechnen, so könnten wir die Iteration auf dieser Stufe 
bereits beenden. — Da wir aber auch 1, kennen wollen, so rechnen wir aus A®) die Deter- 
minanten zweiter Ordnung unter Festhaltung des ersten Elementes a, ı. Es ergeben sich 
die folgenden beiden Vektoren d‘® (aus der 1. und 2. bzw. aus der 2. und 3. Spalte von 
A) gebildet): 


0 und 0 
158815 ?01208400 383516546017800 
35516546017 800 9516039690 100. 


Der erste dieser beiden Vektoren fand sich in der dritten Spalte des Beispiels 
S. 159.) Diese beiden Vektoren sind noch nicht mit hinreichender Genauigkeit parallel. 
Daß sie als Diiierenzen zweier zwanzigstelliger Zahlen nur dreizehn- bis fünfzehnstellig 
sind, daß also zirka sechs Stellen bei der Difierenzenbildung übereinstimmten, ist eine 
Folge davon, daß die Spalten von \(‘® schon weitgehend der Bedingung der Proportionalität 
genügen. — Die Elemente von \((!® sind rund zwanzigstellige Zahlen. Wir berechnen 
sie auf sechzehn Stellen, da dies noch mit der Rechenmaschine ohne weiteres geschehen 
kann: 


6792544045589) 598, s : 
av 10?1 5364789616313434, 4237141111366 098 s 
634959 568169855, 501494491909991, 59355 286 696 693 


3erechnet man sodann aus W(®) die Determinanten zweiter Ordnung durch abgekürzte 
Multiplikation, so hat man die Differenzen von 16-stelligen Zahlen zu bilden, die ungefähr 
in den ersten zwölf Ziffern übereinstimmen, und man erhält somit als Komponenten 
von DW): 


0) 0) 
28755 -:10%* und — 69837 - 10° 
6987-10 1698 - 10° 


Diese beiden Vektoren sind bereits mit hinlänglicher Genauigkeit parallel. Wili man 

d(16) noch genauer kennen, so muß man X) genauer berechnen. Aus den vollständigen 
Y 16) . . y f 2 . 

Werten der a), lassen sich die Werte von DI” auf acht Stell&en genau mit der Rechen- 


maschine bestimmen: 
0 () 


287548439. 10° und 069867333 + 10 
69867333 + 10° 16976514 * 10° 
Wir können nun die beiden Eigenlösungen tı und is angeben. Die erste lı entnimmt 
man aus einer der drei Spalten von AU, also etwa aus der ersten: 
Yı = 67925440 »- 10'°:53647895 - 10'°:6349594 10!” — 1: 0,7898056 : 0,09347887. 


Um die zweite Eigenlösung zu finden, brauchen wir noch 


22d =10°%°- (53647896 » 287548439 — 6349594 * 698673353) = 10*° - 149827396 
| 
und 2° 10°*. (67925440° + 53647896? + 6349594?) = 75322795 - 10°°. 
Der Vektor (19) für ı,, das ist (<d)3 — 2?d hat somit folgende Komponenten (abgesehen 
von der Potenz 10°’): 
1,0177 — 0 — 1,0177 
0,8058 2,1659 = —1,3621 
0,0951 + 0,5263 : 0,6214. 
Es ist also vv =1: 1,3591 :0,61050. Das skalare Produkt tı -i; gibt Null mit der zu 


erwartenden Genauigkeit. 

Will man die Eigenwerte /, und , unabhängig von den Eigenlösungen bestimmen, 
so kann dies nach Formel (20) geschehen, wenn man außer AU) noch AU” rechnet. Man 
kann aber auch W® und W() verwenden und erhält, wenn man ein beliebiges Element 
a;„'® durch das entsprechende a;,'!®% dividiert und logarithmisch die achte Wurzel zieht: 


5) 


a / a;, u - 
di ae | - -0,598719. 


ee 


\ 
N 
I 
- 
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Man erhält den gleichen Wert für /,, gleichgültig, welches der sechs verschiedenen 
Elemente von A) bzw. A(1%) man heranzieht. Analog findet man: 


l j / di 0) 
d; (16) 


4“ 


‘“] 


wobei wieder zur Berechnung ein beliebiges der verschiedenen Elemente von D'®% bzw. 
d(16) benutzt werden kann. Durch Einsetzen erkennt man, daß A, — + 0,55872, Ay = — 2,055. 
Die dritte Eigenlösung 1; ist bei n—=3 dadurch bestimmt, daß sie auf Yıund t, normal 
steht. 

Um die höheren Eigenlösungen allgemein bei n >35 zu bestimmen, beachtet man, daß 
zunächst t; sich als eine lineare Kombination aus den ersten drei Spalten — oder auch aus 
irgend welchen drei Spalten — der »-fach iterierten Matrix darstellt. Bezeichnen wir die 
ersten Spalten mit 3) =}, r — 3, 3, =3), so gilt für hinlänglich großes » der Ansatz: 


wir. rer er er 

a und 5b sini daraus zu bestimmen, daß rt; auf r, und t,, also auf der Ebene von T, und 
ta senkrecht steht. Da rt, und I, beide in der durch 3 und 3 bestimmten Ebene liegen, 
so wird der Vektor tr; auf der Ebene von T, und I, senkrecht stehen, wenn er auf 3 und 
; senkrecht steht. Wir erhalten somit die zwei Gleichungen 

Bz=0=:2" +ayy+by 

33 — 0 3’ +ar? +b3 3. 
echnet man aus diesen Gleichungen a und b aus und geht mit den errechneten Werten 
in (21) ein, so erält man: 


| 


ae 

’ N , , e . x ww j a ® ' 
3 142 ’ 3’, —t;, analog dazu war: | | -n:3>h. . (21). 
„" 5) „N y „ı } \ 3 

a) a8 1 


.e:_ ° . . ’ . 2 +? 
Man verifiziert leicht noch direkt, daß der erste Ausdruck (21’) auf , . ’ senkrecht steht. 


an 


Man kann in vielfältiger Weise analog den Formeln (21’) andere Formeln für tz erhalten, 
wenn man, wie oben, den Ansatz macht, daß 1; in dem durch %,3,3 bestimmten Raum 
liegt und auf der durch % und 3 bestimmten Ebene senkrecht steht. Das letztere kann 
man in verschiedener Weise erreichen, indem man zum Ausdruck bringt, daß t; auf 
irgend zwei Vektoren dieser Ebene senkrecht steht. Bezeichnen wir z.B. mit dD wie 
früher einen Vektor, dessen erste Komponente gleich Null ist und dessen weitere (n—1) 
Komponenten die (n—1) Determinanten zweiter Ordnung sind, die man bei Festhalten 
der beiden ersten Zeilen aus den zwei Spalten 3 und 3% bilden kann; mit D’ bezeichnen 
wir den analog den aus 3,3,3' bei Festhalten der zwei ersten Zeilen gebildeten, aus den 
Determinanten dritter Ordnung bestehenden Vektor, dessen zwei erste Komponenten ver- 
schwinden. Dann gilt analog zu (19): 


ad u 
a 
D Dd-3 d-d —Y,, während | ‘ 5 HL u 0 
’ ’ n L " 
DD dvd dd 3 
Es ist aber wohl der Ausdruck (22) für die numerische Berechnung gegenüber (21) 
.. - . r . - ! . d>»; dd 
kaum überlegen, da die Koeffizienten von 3 bzw. d und d, das sind x Kan usw., 
z -[ 


auch die Eigenschaft haben, daß sie kleine Differenzen großer Zahlen sind. 
Wir können den Ausdruck (21’) noch etwas anders schreiben, wenn wir uns er- 
innern, daß 3 - 3m) = a1”), 39 319 = aı2'?”, usf. Dann kommt, wenn wir noch setzen: 


>, 9) ,\ (I: 9) ,,\ ), 
aa a) J, a1”) ar“ (Dy a” a, y,) 
(2»v) (I, — D; r . (2 (I, = D; Pr: r (2 ’ Jy — D; un; 
dı3‘“ dy3‘“ Aı “7 Agı““ azı\“ A32“ 
{y\ 9: . r f$ } (9: x . „ 
3m» D@V + 31m D,@V +, DEV Hu . . . . . . (2r”) 


Will man die bei Berechnung der D;@” auftretenden kleinen Differenzen großer Zahlen 
vermeiden, so bleibt die Möglichkeit, aus der ursprünglichen Matrix (oder auch erst nach 


mehrmaligem Potenzieren) eine neue abzuleiten, die 5 Zeilen (Spalten) besitzt, deren 


zer 
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Elemente die sämtlichen Determinanten zweiter Ordnung sind. lIteriert man 
diese bis zum Index 2r, so erhält man die D/?” sämtlich. Soleher D;@” gibt es wegen 


j N m (m + 1) ’ . 
der Symmetrie, wenn man ( = m setzt, verschiedene; wir brauchen aber nur 
’) ‘ 


- - 


drei von ihnen, so daß diese Mühe im allgemeinen nicht lohnen wird. 
Den Eigenwert 4; erhält man analog zu (17): 


(v) / 5) )) , 

\\ z' ) . ,( z( ” 3] 

3ı\’ 3\ “%ı ) }ı Ba 2,6 

>) yı% >) ( 5) 

52 h) 82 a) e \y 

(v+1 A (23), 
J 

3,6 +1 

..(v+1 

\ 


wobei im Zähler und Nenner eine beliebige Komponente der auftretenden Vektoren ge 
nommen werden darf. Es gilt außerdem analog zu (20): 


N - h > La . hy 3 ° ° 2 R . - , e 2 (24), 


wobei eine beliebige, von Null verschiedene Komponente des Determinantenvektors dritter 
Ordnung d zu verwenden ist. Die Formeln (21) bis (24) haben eine Gestalt, in der die 
Uebertragung auf höhere Eigenlösungen und Eigenwerte unmittelbar ersichtlich ist. 
Wir fassen die Ergebnisse zusammen in: 

Satz 14. Wird eine beliebige symmetrische Matrix hinlänglich oft 
iteriert (mit sieh selbst multipliziert), so erhält man schließlich eine 
Matrix, die in jeder ihrer Spalten (Zeilen) den n-dimensionalen Vektor der 
ersten Eigenlösung der ursprünglichen Matrix darstellt. Kine durch die 
Orthogonalitätsbedingungen eindeutig bestimmte lineare Kombination aus 
irgend r Spalten dieser Matrix liefert die r-te Eigenlösung der Ausgangs- 
matrix |(21), (22), während die zugehörigen Eigenwerte, bzw. bestimmte Po- 
tenzen von ihnen, durch Division entsprechender Ausdrücke für je zwei 
Iterationen gemäß (17), (20) bzw. (23), (24) gewonnen werden. 

Es sei noch hervorgehoben, daß die Ermittlung einer bestimmten Eigenlösung bzw. 
eines Eigenwertes aus (21) bis (23) geschehen kann, ohne daß vorher die entsprechenden 
Größen von niedrigerem Index gefunden worden wären, und daß auch die Berechnung 
der Eigenlösungen nach unserm Verfahren von der der Eigenwerte unabhängig ist. 

887 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Dr. KARL STUMPFF, Assistent der Uni Is folgt in Kapitel II die eigentliche Fourier 
verstläls-Sternwarte zu Breslau Analyse pe ınalyse mil den verschiedenen Methoden rech 
rilodischer Vorgänge Kın Abrib der nerischer, zeiehnerischer und instrumenteller 
’eriodographie mil besonderer Berücksichti Konstantenbestimmung. Kapitel III bringt zu- 
gung moderner Methoden. Samml. geophysi nächst für den Hall bekannter Perioden die 
kalischer Schriflen Nr. 6. Mit 41 Figuren und \mplituden- und Phasenbestimmung, dann das- 
14 Tabellen im Text sowie 1 Volldrucktafel selbe nebst der Periodenbestimmung für den 
Verlag Gebr. Borntraeger, Berlin 1927 \ all unbekannter Perioden; neben den Ergeb 

ISD S Preis 14,10 M. nissen, die sich auch im allgemeinen Fall aus 


der Fourierentwicklung gewinnen lassen, wer 
den hier die Methoden besprochen, die sich bei 


Das Buch behandelt das für viele Anweı 
dungsgebiete wichtige Problem, eine durch Be br | PROREN 
obachluns selundene Funktion einer Variabeln aquidistanten Ordinaten auf die Betrachtung 
uf periodische Bestandteile zu untersuchen sukzessiver Dilferenzen- oder Summenreihen 


Der Ausgangspunkt und das Ziel der Darstel bzw. sukzessive Differenliation oder Integra 


tion) gründen. Die Schlußkapitel IV und V 


lung ist dabei stels die praktische Rechnung; 
sind dem besonderen Interessengebiete des Ver 


demgegenüber Ireten prinzipielle mathematische 


Belrachlunsen zurück lassers vewidmet, der sog, Methode des Pe 


riodloeramms. welche von der Talsache aus 
scht, daß die für irgendeine Periode p formal 
oebildelen Fourierkoeffizienten für die wirklich 


In dem einleilenden Kapitel I wird das 
Wesentliche über empirische Lunklionen und 
die Grundtatsachen der HFehlertheorie gesagt 
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vorkommenden Perioden maximale Werte be- 
sitzen. Auf die im letzten Kapitel beschriebenen 
instrumentellen Methoden zur Ausführung der 
hier vorkommenden Rechnungen sei besonders 
hingewiesen. 

Das Buch gibl einen guten Ueberbliek über 
das behandelte Gebiet. Die wichligeren Metho 
den werden durch praktische 
läultert; die Schwieriekeiten, welche aus der 
Inzulänglichkeit praktischer Daten resultieren 
aufgezeigt und fehlertheoretisch dis 


Beispiele er 


werden 
kutiert. 

Auch ein dem Sloffe fernerstehender Leser 
wird das Buch nicht aus der Iland legen, ohne 
für die analylische und praktische Seite des 
Problems Interesse sefaßtl zu haben. 

Dresden. E. Trefftz. 974 

Dr. RUDOLF, ROTHE, o. Professor an der 
Technischen Hochschule Berlin. IIöhere Ma- 
Ihemalik für Mathematiker, Physiker und 
Ingenieure. Teil Il: Integralrecehnung. unend- 
liche Reihen. Veklorrechnung nebst Anwendun- 
ven, Mit 96 Figuren im Text. Teubners mathem. 
l.eilfäden Band 22. Verlag Teubner, leipzig 
und Berlin 1929. VII 2018. Preis karl. 
6.40 M. 

Der vorliegende zweile Band der Rothe- 
schen Ilöheren Malhematik behandelt die 
Integralrechnung, die Reihenlehre, Determinan- 
len und Vektoren. Die Integralrechnung wird 
zunächst als Umkehrung der Differentialrech- 
nung behandelt und die elementar integrier- 
baren Fälle zusammengestellt. ls folet das 
Integral als Summengrenzwert mit der  geo- 
melrischen Deutung und den geometrischen 
\nwendungen (einschließlich Planimeler, Inte- 
sraphen und zeichnerischer Integration). Im 
der HReihentheorie werden die grundlegenden 
Sälze gegeben und die Potenzreihen ziemlich 
ausführlich behandelt. Die trigonomeltrischen 
Reihen sind elwas zu kurz gekommen: die Be- 
dingungen für die Entwickelbarkeit einer Funk 
lion hätten z. B., wenn auch ohne Beweis, doch 
wenigstens genannt werden können. Daß die 
komplexen Polenzreihen und die komplexen 
Integrale nicht fehlen, ist sehr zu begrüßen. 
\on den Determinanten werden die wichtigsten 
Sälze an Iland der dreireihigen Determinanten 
entwickelt, die \Vektorreehnung wird soweil 
dargestellt, wie es für die Punktmechanik er- 
[orderlich ist. 

Stoffauswahl und Darstellung werden dem 
/\el des Buches gerecht, den mathematischen 
henntnissen des Studenten eine solide Grundlage 
zu geben. Für einen Leser ohne Vorkenntnisse 
bietet die knappe Darstellungsweise vielleicht 
Schwierigkeiten, besonders da die eigentlichen 
\nwendungen nicht sehr zahlreich sind. Zum 
(Gebrauch neben der Vorlesung und zur Auf- 
Irischung mathematischer Kenntnisse kann der 
Band sehr warm empfohlen werden. 


Der mäßige Preis — bei tadelloser Ausstat- 
lung — wird dem Verlage verdiente Sympa- 


Ihien eintragen. 
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Dr.-Ing. F. EISNER, Regierungsbaumeister, 
Privatdozent an der Techn. Hochschule Berlin. 
Widerslandsmessungen an umström- 
len Zylindern von Kreis- und Brückenpfei- 
lerquersehnilt. Mit 65 Textabbildungen. Mit 
teilungen der Preußischen Versuchsanstalt Für 
Wasserbau und Sehiffbau. Berlin, Ileft 4. Ver 
lag Springer, Berlin 1929. WI 988. Preis 
I0O M. 

° 

Die hier milgeleillen Widerstlandsmessungen 
die in den letzten 15 Jahren ausgeführt worden 
sind und die den ersten fertigen Teil eines 
größeren Versuchsprogramms bilden, lragen zu 
dem vorhandenen Malerial über Strömungs 
formen und  Strömungswiderstände wertvolle 
neue Ergebnisse bei. Die Versuche, die durch 
Benulzung von Wasser gegenüber Luitversuchen 
den Vorteil haben, relaliv hohe Reynolds- 
sche Kennzahlen “wenigstens bei höheren Tem- 
peraluren) leichter zu erreichen, beziehen sich 
auf Kreiszylinder und 10 verschiedene Typen 
der in der Ueberschrift bezeichneten Form une 
sind sowohl mit vollkommen  vgetauchten, als 
auch die Oberfläche durchselzenden Zylindern 
ausgeführt. Neuarltlig und lehrreich sind die 
Messungen mil letzterer Anordnung; die vor 
handenen Druckunlterschiede äußern sich hier 
in Oberflächenwellen, deren Stereomomentauf 
nahmen, miltels Stereoautographen ausgewertet, 
senaue Höhenschichlenpläne der Wellenformen 
liefern. Die gelauchlen Kreiszylinder ergeben 
im entsprechenden Versuchsbereich gute Ueber- 
einstimmung mil den zuverlässigsten aerodyna 
mischen Messungen. 

Im übrigen zeigen diese Milteilungen aufs 
neue, wie kompliziert die vorliegenden Verhält- 
nisse sind, daß Wellen, - Turbultenz- und Instabj- 
litätserscheinunegn eine Rolle spielen, die ırı 
der Theorie noch nicht erfaßt werden können 
Deshalb kann die Darstellung der verschiede- 
nen Widerstandstheorien, der ein fast ebenso 
sroßer Teil der Milteilung vewidmelt ist, und 
die an sieh übersichtlich und korrekt ist. doch 
nur als in losem Zusammenhang mil den 
\lessungen selbst stehend betrachtet werden 
Insbesondere ist es wohl nicht richtig, den 
Wert der Oseen-Zeilonschen hydrodynıt- 
mischen Berechnungen von dem  Standpunk! 
zu beurteilen, daß in einigen Punkten Ueber 
einslimmung mit den hier einschlägigen Mes 
sungen erziell ıst, so hinsichtlich des Druex 
verlaufs an «er Vorderseite, wofür aber auch 
einfachere NMiltel ausreichen würden Der 
HHauptwert dieser theoretischen Arbeiten lieg! 
in der Vervollsländigeung der Stokesschen 
\Widerstandstheorie bei kleiner Kennzahl une 
in der konsequenten mathematischen Durch 
führung ihrer Ansälze Für große Kennzahlen 
aber ist der Kern der malhemaltisch tief 
vehenden Untersuchungen eine willkürlich 
zu treffende Annahme über die Kurven kon 
stanter Wirbelintensität, die in Wirkliehkeil 
nach den Ilelmholtzschen Sätzen mil den 
eben wenig bekannten Stromlinien zusammen 
fallen. Die Anpassung dieser Annahmen an 
die andersarlig, teils rationell, teils empirisch 


besründelen Ergebnisse der »Grenzschichttheo- 
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riex, die aueh F. Eisner vorschläst. ist zu 
nachst noch ein offenes Prosramm 


Breslau ’. Noether 979 


JULIUS ZINGLER, Oberregierungsrat und 
\ilglied der Phys.-Techn. Reichsanstalt i. 
Theorie der zusammenszeselzten Waa- 
sen, \Wnaasen mil Gewichtsschale. Laufge 
wichlswaagen, Neizuneswaaven, Balkenwaaten., 
Brückenwaagen. Mit 53 Textabbildungen. Julius 
Springer, Berlin 1928 \ıll 200 8 Preis 
13,50 M, geb. 15 M. | 

Die Lileralur über die mechanische Theorie 
und die Konstruktion der Waagen ist nich! 
roh Seil dem Buch von Felgenträger 
der im wesentlichen die einfache Waave be 
handelt hat, ist keine zusammenfassende Dar 
stellung erschienen, Daher ist das vorliegende 
Werk zu begrüßen. das sieh wohl kaum über 
\nsälze erhebt. 
aber doch eine für praklische Zwecke aus- 
reichende Behandlung liefer! Die Theorie er 
streckt sieh auf die Waagen mit Lastschneiden 
am Neiguneshebel und die Waasen mil exzen 


die elementarsten stalischen 


Irıscher Kreiskurvenscheibe. \lises. 97 


Prof. Dr. F. AUERBACH und Prof. Dr. 
Ww. HORT. Handbuch der Physikali- 
schen und Technischen Mechanik. Bad 
IV. Lieferung I. Mit 186 Abb. VI I0SS. Preis 
brosch. 20 M. Bd.VI. Lieferung 2. Mil 426 Abb 
\VIM VISS. Bd. VII. Lieferung? Mit 68 Abb 
\l S. 259 bis 490. Preis brosch. 21 M. Ver 
lag Joh. Ambr. Barth, Leipzig 1929 

Die neu vorliegenden Lieferungen  vehören 
zu verschiedenen Teilen des Gesamlwerkes. 
In IV, 1 gibt zunächst Ilertwig eine Statik 
der Baukonstruktionen. die dieses in letzter 
Zeit überaus häufig dargestellte Gebiet in kur- 
zer und übersichllicher Form zusammenfaßt. 
l,s werden durchwegs die klassischen Methoden 
von Mohr, Müller-Dreslau und andern 
bei einer gewissen Bevorzugung der rechneri- 
schen vor den zeichnerischen Verlahren behan- 
delt, Ein geradezu muslergülliges Relerat über 
die Stabilitätsprobleme der HKlastizität Tiefert 
Tımoshenko. Ilier werden unter allseiliger 
berücksichligsung auch der neuesten Literatur 
die sehr mannigfalligen Aufgaben besprochen, 
die sich aus dem ursprünglichen einfachen 
iniekproblem EKulers entwickelt haben und 
für die Technik von großer Dedeulung sind 
lin weniger abserumdeltes Bild bietet naltur- 
semäb «der von dem gleichen Verfasser her 
rührende Artikel über Fesligkeilsprobleme im 
\laschinenbau, Ilier ist besonders dankenswerl 
die starke Berücksichtigung auch der ausländiı- 
schen Arbeilen. 

Die zweile Lieferung des VI Bandes enthält 
vorzugsweise maschinenlechnische  Auslührun- 
ven zu «den im der früher erschienenen ersten 
l.ieferung dargestelllen Grundlagen der Aero- 
dynamik, Veber Windräder, Dampfl- und Gas- 
lurbinen berichtet G. Flügel. Iı den rd. 
S0 Seiten laßt sieh natürlich eine erschöpfende 
Iheorıe nicht geben, zumal auch vollständige 
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Konstruktionen vorgelührt werden. Immerhin 
wird der Leser eine Einführung finden, die 
ihm das Studium der Speziallileralur ermoög- 
licht. Weit ausführlicher berichtet Everling 
über die Mechanik der Flugzeuge und ihre 
Grundlagen. Mil den theorelischen Teilen dieses 
Relerales, die eine ziemlich willkürliche Aus- 
wahl von EKinzelmiltlteilungen darstellen, kann 
sich der Referent nicht befreunden. Eine will- 
kommene Ergänzung hinsichtlich der "Theorie 
des Auftriebs liefert R. Fuchs. Erwähnt sei 
noch der Schlußaufsalz von W. Hort über 
nergie und Energieumselzung in der Kolben- 
kraflmaschine, der die in der Technik üblichen 
Dinaseramme in zusammenfassender Form vor- 
lührt., 

and VIE, Lieferung 2 führt über das engere 
(Gebiet der Mechanik hinaus, bringt zunächst 
einen Abriß der Thermodynamik und der Kine 
lischen Gastheorie von Auerbach, dann eın 
heleralt über die statistische Mechanik und die 
Schwankungserscheinungen von RR. Fürth 
llier werden im Rahmen dessen, was die üb 
liche Wahrscheinlichkeilstheorie ermöglicht. die 
einfachsten mechanischen Massenerscheinungen 
hauptsächlich im Sinn der Smoluchowski 
schen Ansälze behandelt. Schließlich dringt der 
Band mit den Ausführungen von G. Joos über 
Alommechanik bis zu den neuesten Ansälzen 
der Quanlen- und Wellenmechanik vor, wobei 
naturgemäß eine Beschränkung auf eine rein 
skizzenhafte Uebersicht erforderlich war. 
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Rt. COURANT, o. Professor an der Uni- 
versilät Göttingen. Vorlesungen über Dif- 
(Yerenlial- und Integralrecehnung. Zwei- 
ler Band: Funktionen mehrerer Veränderlicher, 
Mil 88 Textfiguren Verlag Springer, Berlin 
1929. VI 360 >. Preis geb. 18.60 M. 

Dem ersten, früher angezeigten Band!) hat 
der Verfasser bald den Schlußleil folgen lassen, 
der die Funktionen mehrerer Veränderlicher 
unter Innehaltung der gleichen didaktischen 
Gesichtspunkte behandelt. Stets sind die wesen!l- 
lichen und anschaulichen Talsachen vorange- 
stellt: nähere Ausführungen, die der strengeren 
malhematischen Besründung dienen, sind in 
der Regel in den Anhang zu den einzelnen 
Kapiteln verwiesen. Sachlich umfaßt der Band 
Vorbemerkungen über die dreidimensionale ana- 
Ivlische Geometrie und Vektorreehnung, die 
Differentiation nach mehreren Veränderlichen. 
elwas über Transformalionen und Abbildungen, 
dann die Integration über mehrdimensionäale 
Bereiche. Manche Sälze über Flächen- und 
Rauminlesrale mil ihren Anwendungen in der 
\lechanik. die man nur sellen in Lehrbüchern 
der Differenlialrechnung findet, werden aus- 
[ührlich erörtert. 

Das jelzt zum Abschluß gebrachte Werk 
kann als ein für Ingenieure, Physiker und son- 
stige Nalurwissenschaftler durchaus geeignetes 
l.ehrbuch wärmstens empfohlen werden. 

Mises. 975 


I) Diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), S. 154 
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Karl Heun +. Am 10. Januar dieses Jahres 
verschied in Karlsruhe der langjährige Vertre 
ler der Mechanik an der dortigen technischen 
Ilochschule, Karl IHleun. Seit 1902 halle er 


den Lehrstuhl Für Iheorelische Mechanik 
inne, wie sein Lehrgebiel im Gegensatz zur 
lechnischen Mechanik venannt wurde. Es 


kam in diesen Bezeichnungen eine an anderen 
Ilochschulen nicht übliche Trennung der Un- 
terrichlsgebiete zum Ausdruck. die teils von 
lechnischer, teils von  allgemein-wissenschaft- 
licher Seile vertreten wurden. Durch eine in- 
folge von Krankheit eingeirelene Lähmung war 
lleun schon im Jahre 1922 gezwungen, seine 
l.ehrlätigkeit niederzulegen; Fast 70 jährıig, ist 
er nun seinem schweren Leiden erlegen. Mil 
leun ist eine der markanlesten Persönlich- 
keiten unter den Vertretern der Angewandten 
Malhemalik und Mechanik dahingegangen, we 
niver erkennbar vielleicht für Fernerstehende, 
aber in die Augen springend für jeden, der 
nähere Berührung mil ihm gewinnen konnte. 
Nicht umsonst hat ihn im Jahre 1921 die 
Technische Hochschule Charloltenburg mit der 
Verleihung des Dr.-Ing. h.e. anerkann! als 
den hervorragenden Gelehrten, der die heutige 
I.ntwieklung der angewandten Malhematik und 
\lechanik mil begründen half und sieh dadurch 
auch um die technischen Wissenschaften blei- 
bende Verdienste erworben hatx! 

\on seinen äußeren Lebensschicksalen sei 
hier nur berichlet, daß er am >. April 1859 
ın Wiesbaden geboren wurde, seine malhema 
lischen Studien in Halle und Göltingen betrieb. 
wo er bereils im Jahre 1881 mil einer Arbeit 
promovierte \uf 
diese Gebiete war er geführt worden als Schü 
ler von lleine; außerdem sind Enneper., 
Schwarz, Schering als die hervorragend 


über Kuvelfunklionen (3 


sten unter seinen Lehrern zu nennen. Es folg 
len eine größere Anzahl von Arbeiten aus ver- 
wandlen malhematischen Gebieten, besonders 
uber die in jener Zeil viel behandelten Rie 
mann-Fuchsschen Funktionen (4 bis 12 
darunter die Ilabilitalionssechrift an der Uni 
versität München (4. 5). wo er im Jahre 1881 
die Venia legendi erwarb. 

Uebrigens hal er von dieser nur kürzere 
/eil Gebrauch gemacht, sich vielmehr bald 
dem Schuldienst zugewandt: was ihn von «der 
IUniversilät zur Schule zog, war sicher nicht 
nur der Äußere Zwang, sondern eine ausge 
sprochene Neigung zu erzieherischen Aufgaben 
und Versländnis für die Jugend, «das er sich 
noch späler bewahrt hat, und das von seinen 
Jugendlichen Freunden mil Liebe und Achtung 
erwiderlt wurde. Er war damals in Frank- 
[urt a. M.. einige Zeit auch an englischen Schu- 
len als Malhemaliker tätig, eine Zeil, von 
deren reichen Eindrücken er späler noch häu 
fiv erzählte. Verschiedene Arbeiten dieser Jahre 


') Vergl. auch diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), 
S. 282. 

9) Die Zahlen im Text beziehen sich auf die 
Nummern des nachfolgenden Verzeichnisses der 
Veröffentlichungen. 


sind aus Einbeek fin Jlannover) daliert,. und 


hier war es, wo er seine spälere Gattin, verw 
Jatho. fand. die ihm bis zu seinem Lebens 
ende in unermüdlicher, verstehender Aufopfe 
rung zur Seile stand. und ihm, obwohl sie 
selbst bereits das 80. Lebensjahr überschril 
len hal, die rüslige unersetzliche Stülze im Lei 
den der letzten Jahre blieb. Die Erinnerung an 
Karl IHleun möge nicht hinausgehen, ohne 
daß dieser sellenen Frau gedacht wırd 

Dann selzte ein neuer Abschnitt in seiner 
wissenschaftlichen Entwicklung ein, der zeitlich 
elwa mit seiner 1890 erfolgten UÜebersiedlung 
nach Berlin. als Oberlehrer an dorligen Neal 
schulen. zusammenfällt. Seine erste Publika 
lion über Mechanik, noch vom Standpunkt der 
analvlischen  Durchreehnung einer  Kinzelauf 
vabe, ist die Note über das Gaußsche Bifı- 
larpendel 13): im Zusammenhang mil der 
\lechanik steht auch die nachfolgende Arbeit 
über näherungsweise Integration I1), die er 
später noch, in Fortführung Rungescher Geo- 
danken auf Differentialgleichungen ausdehnte 
IS). In den kommenden Jahren muß er sich 
mehr und mehr mil den Grundlagen und der 
historischen  HEntwieklung der Mechanik b> 
schäfliet haben. der weiterhin seine Lebens 
arbeit galt, zueleich auch mit den Ideenbil 
dungen, die parallel dazu, und leilweise unab- 
häneig, durch die Entwicklung der Maschinen- 
lehre entstanden. Denn im Jahre 1806 Iıiell 
er auf der Frankfurter Naturlorscherversamm 
lung einen. Vortrag »über die malhemalischen 
und mechanischen Prinzipien in Anwendung auf 
lechnische Probleme I5). und im darauffol 
venden Jahre übernahm er von der Malhemir- 
likervereinigung den Auftrag zur KErstatlung 
des ausführlichen Berichls,. den er unter dem 
Titel: Die kinelischen Probleme der wissen 
schaftlichen Technik 19) im Jahre 1090) vor 
leven konnte. Im kritischer und historischer 
Belrachlung hal er hier die Stellung der »tech 
nischen Mechanik« zur allgemeinen Mechanik 
[ormulierl, einerseils ihre Einordnung in die 
allgemeinen Prinzipien, aber andererseils auch 
Ihre Selbständigkeit. die aus der physikalisch 
lechnischen Problemstellung fließt. Sie konnte 
der allgemeinen Mechanik neue Impulse geben 
weil sie Ihre Iheorelischen  Bewegungspro 
bleme nicht nach Belieben stellen kann. wie die 
rationelle \lechanik Ihre  Vebungsbeispiele 
Zum ersten Male wurden hier viele der ın 
leehnischen  HKinzelarbeiten  zerstreulen  RBesul 
lale der hervorragendsten Techniker. wie 
Redlenbacher. Radinger u.a. in den 
Rahmen der ralionellen Systemmechanik einge 
ordnel, und so ihre Tragweite klargestellt und 
erweitert. Die Darstellung umfaßt. um nur 
das Wichligste zu nennen, die Kinelik des Kur 
belvelriebes und der Schienenlahrzeuge. Ra- 
dingers Dampfmaschinentheorie, die Stabilı 
läl der Bewegungen, sowie Reibungs- und Stoß 
veselze, umd zeugt, wie jede von lHleuns Ar- 
beiten. die immer mil einer historischen Ent 
wieklung der Problemstellung beginnen. von 
einer ganz aubßergewöhnlichen historischen Be 
Jesenheit des Verfassers. 
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Das Gebiel, das hauptsächlich von der allge 
meinen Mechanik zu wenig beachlet war, ob 
gleich ihre Prinzipien zu seiner Beherrschung 
ausreichen, ist die 
mung der Verbindungsreaklionen der bewegten 
Systeme, die für die Festligkeitsbeanspruchun 
sen beslimmend sind Nur Heinrich Hertz 
halle, wie Jleun in einer gesonderten Nolte 
20) hervorhob,. die Wichtigkeit der kineltostäa 
lıschen Problemstellung klar erkannt. Auf die 
oleiche Fragestellung beziehen sich dann noch 
weitere ausführlichere Arbeiten Ileuns aus 
dieser oder späterer Zeit (21. 26 Ir geht hier 
wieder von den Lagrangeschen Gleichungen 
aus, die ebenso, wie sie die verallgemeinerlen 
\usedrücke für die gegebenen oder »eingepräg 
len kräfte enthalten, auf die Einzelteile des 
verbundenen Systems angewendet die Verbin 
dungsreaklionen zu bestimmen geeignet sind 
Daß die Bedeutung der Lagrangeschen Me 
chanık gerade in dieser Ilinsieht wenig erkann!l 
wurde, liegt vorwiegend an der Form, in der 
ıhr Begründer sie darstellte In der Vorrede 
zur »Meceanique analvlique< hat sich dieser ja 
selbst verühmt, daß in seinem Buche weder 
konstrukltionen. noch veomelrische Betrachtun- 
sen, sondern nur analytische Operationen zu 
linden seien und hal dadureh gerade die Be 
ziehungen seiner Gleichungen zu den techni 
schen Problemen verschleiert. In den genann 
len Arbeiten wird ihre Brauchbarkeit an spe 
zıfısch technischen Konstruktionen, wie dem 
kurbelmechanismus,. dem  Zentrifugalregulator 
und ähnlich wichligen Maäschinenteilen illu 
striert, um sie dadureh den wissenschaftlich 
arbeitenden Technikern näher zu bringen. 

Der Bericht, der Ileun in weiteren, auch 
lechnisehen Kreisen bekannt machle. zos im 
Jahre 1002 seine Berufung auf den Lehrstuhl in 
karlsruhe nach sich, als Nachfolger Schells. 
(diesem aber weil überlegen in der wirklichen 
mechanischen  HErfassung seines  Lehrgebieles 
vr war durehdrungen von dem Bestreben. den 
prinzipiell physikalischen Kern der Mechanik 
wieder ins rechle Licht zu setzen. im Gegen 
sılz zu der Gestaltung. die die Mechanik in 
den lländen der unter dem Eindruck von Ja- 
cobıs großen Erfolgen stehenden, aber rein 
malhemaltisch gerichteten Nachfolger im Un 
Ungefähr 
von dieser Zeil ab datieren bekanntlich auch 
die parallelen Bestrebungen IF 


lerriecht vielfach venommen hatte 


Kleins im Uni 
versilälsunterricht. und dieser hat in Heun 
nicht nur einen Mitarbeiter, sondern auch un- 
abhängigen Weobereilter gefunden. Was Heun 
anstrebte, hat er in seiner Antrittsrede in Karls 
ruhe (24) mil wenigen Worten klar zum Aus 
druck gebracht: 

Unser vergangenes Jahrhundert hat die Er- 
starrung der klassisch entwickelten Mechanik 
erlebt. Wohl gingen die Mathematiker und 
\stronomen nach dem Vorgange lHamillons 
auf Lagrange zurück, aber sie pfleglen fast 
ausschließlich die Mechanik freier Punkle 
und vernachlässieten dabei die erößle Leistung 
ihres genialen Lehrmeisters. die Mechanik ge- 
bundener Systeme, welche die Grundlage 
der physikalischen und technischen Anwendun- 


ven bildel, Dieselben Jahre zeitiel.n eine 


kinetostaltiık«. die Bestim- 
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ebenso ungesunde Entwicklung der techni 
schen Mechanik, von welcher nur die Statik 
und  Fesliskeilslehre unberührt blieb. Nach 
Nedtenbachers Tod begannen die kine- 
mäaltischen Bestrebungen in Deutschland brei 
leren Boden zu gewinnen. Ihr Ziel war die 
Schaffung einer wissenschaftlichen Grundlage 
des Maschinenbaues. Leider knüpfle man hier 
nicht an Lagrange und Poncelet an, son 
dern an ein mißverslandenes Expose Am 
peres. In diesem wurde eine rein geome 
Irische Kinemalik der Mechanismen konzipiert 
und damit auf ein Arbeitsfeld hingewiesen 
welches .... den Zielen einer technischen Ki 
netik ferner stand. als irgendein anderer Zweig 
der abstrakten Mechanik. Der Mißerfolg blieb 
nicht aus. Die Maschinentechnik wendete sich 
nach kurz andauerndem Enthusiasmus von 
diesen theoretischen Spekulationen ab und ging 
auf dem empirischen Wege ohne Schaden 
weiter. 

Die lelzten Dezennien des 19 Jahrhunderts 
sıhen drei kinelische Probleme aus der Praxis 
erwachsen, von denen jedes einzelne geeigne|l 
war, die Unzulänglichkeil der geometrischen 
\laschinenkinemalik darzutun.  Schnellaufende 
Dampfmaschinen wendelen die Aufmerk- 
samkeit der Ingenieure der Massenkinema- 
(ik der Getriebe zu und veranlaßlten eine aus- 
sedlehnte Literalur, welche die Frage sonder 
barerweise ab ovo behandelte, anstatt die sorg 
fällige ausgebildeten Untersuchungen von Pon- 
celet und Yvon Villarceau direkt auf die 
segebenen Fälle anzuwenden. Schon die Be- 
zeichnung Theorie der Massenwirkung im 
\lechanismen war sehr geeignet. die der 
syvstemalischen Mechanik Unkundigen zu dem 
Irrlum zu verleiten, als ob mit diesen Bestre 
bungen ein neues Gebiet der technischen Me 
ehanik zur Entfaltung gekommen wäre. Weder 
K"uler noch Lagrange, noch irgendeiner 
ihrer Nachfolger halten jemals daran gedach! 
bei der Untersuchung der Bewegung eines mai- 
leriellen gebundenen Systems einen Teil der 
Massen zu ignorieren oder sie innerhalb des 
Systems nach rein statischen Prinzipien zu ver 
lesen. Diese zuweilen vefährliche Unsilte 
wurde erst dureh das energische Auftreten 
hadingers mil Erfolg bekämpft. 

Weiter spricht dann ITeun von dem Pro 
blem der Reaklionsbestimmungen im  TLoko- 
moliv- und Schiffsmaschinenbau,. sowie der 
Kinelik der rollenden Fahrzeuge als dritten 
Radingers weniger auf 
lLheorelischer Kenntnis, als auf instinkliven 
(elühl für die richlige Erfassung der Massen- 
wirkungen beruhenden Leistungen hat er auch 
an anderen Stellen (19. S.3LF.) rückhaltlos 
anerkannt. 

Niemand. der diese Sälze im Zusammenhang 
liest, kann gegen Ileun den Vorwurf mangeln- 
den Verständnisses technisch-wissenschaftlicher 
Probleme und mangelnder Wertschätzung tech- 
nischer Leistungen erheben; die Vorausselzun- 
ven für eine gedeihliche Zusammenarbeit des 
Theorelikers fleun mit den wissenschaftlichen 
Technikern waren hier gegeben. Daß er aber 
serade in den Kreisen derer, an die er sich 
wendele, vielfach nur wenig Verständnis, ja 


dieser Probleme. 
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\blehnung land, hal ihn in den kommenden 
Iahren mehr und mehr erbiltert und ihn 
‚ehließlich in eine mehr formale Betrachtungs 
weise der Mechanik gedrängt, die sich in den 
päleren Jahren seiner Lehrtätigkeit auch im 
Unterricht auswirkte und diesen für die All 
emeinheil der Studierenden erschwerle. Gleich 
wohl blieb die lemperamentvolle Form seines 
\orlrags, ob es sieh um Vorlesung, wissen 
cehaftliehe Kolloquien oder sonstige Gelegen 
eiten handelte, nie ohne Eindruck auf die 
/uhörer. Mit bitterem Sarkasmus, vermischt 
nit dem geistreichen Humor, der ihm, trolz 
ielfacher Enttäuschungen, bis zu den letzten 
l,ebensjahren geblieben war, hal er immer 
vieder von dieser Verdrängung der wahren me- 
ehanischen Methoden dureh unzulängliche. als 
Wissenschaft dargestellte Einzelmelhoden ge 
‚prochen, die den Ruf der mechanischen Theo- 
ie überhaupt zu untergraben geeignet sei und 
öchstens ein Einzelwissen an Stelle umfassen 
ler Gesichtspunkte fördere, zum Schaden kriti 
cher Einstellung, in der er das Ziel der loch 
chulbildung wie jeder anderen Bildungsform 
.ıh. Je mehr er sich, infolge dieser Unler- 
ichisentwieklung, auf sich selbst gestellt fühlte. 
um so mehr wuchs seine eigene Persönlichkeit 
eraus und um so unabhängiger machle er 
ich von herkömmlichen Meinungen, wie in der 
IIochschule, so auch außerhalb seines wissen 
ehaftlichen Ideenkreises 

Im engen Zusammenhang mil seiner Unter- 
ichtstätisekeit und den dargelegten Auffassun 
sen der Mechanik steht das größere »Lehr 
buch der Mechanik 25), das er in Angriff 
enommen hal, aber leider unvollendet lassen 
nußle. Der vorliegende erste Band, Kinemaä 
ik, umfaßt dieses Gebiet in dem Sinne, wie 
es seine oben angeführten Worte betonten. 
ind wie es z.B. auch der Ilertzschen Ab- 
renzung des Gebiels entspricht. Er verzichtet 
‚on vornherein auf die vielfach noch unter 
ltesem Namen verslandene rein geomelrische 
(elriebelehre und geht vielmehr, dureh die 
Kınbegsreifung des Massenbegriffs. direkt auf 
lie  Beschleunigungsgrößen der  belrfachltelten 
Systeme aus Kine Abgrenzung, die, infolge 
ler Relativitätstheorie, auch in der allgemeinen 
’hysik die nalurgemäße geworden ist. In 
dieser Weise liegt in Wahrheit in dem Buch 
eine recht weitgehende Einführung in die all 
emeine Mechanik vor. die nur vor der Be- 
ücksichligung spezielle Kräftesysteme  Ilalt 
nacht. Es gelangt so in der Tat bis zu den 
llsemeinen kanonischen Gleichungen der Me- 
hanik und zur Routhschen Funktion, als 
Grundlage der Stabilitätstheorie 

\uf Wunsch von Felix Klein übernahm es 
leun ferner um 1995. für den Mechanikbantl 
ler Enzyklopädie der mathematischen Wissen 
chaften ein ausführliches Referat über dynami 
che Probleme der Maschinenlehre zu schreiben 
r entwarf einen eingehenden Plan hierzu, der 
ine längere prinzipielle Einleitung in die Me- 
'hanik der Systeme vorsah. Es entsprach der 
Wendung von Ileuns Interessenkreis. die sich 
lamals schon vorbereilete, daß er sich schlieb- 
ich auf die Ausarbeilung dieses ersten Teiles 
beschränkte und das eigentliche Referat über 
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die maschinenlechnischen Fragen R. v. Mises 
überließ, den er zum Mitarbeiter gewonnen 
halte. Als Artikel IV, 10 erschien sodann das 
eferal von v. Mises »Dvnamische Probleme 
der Maschinenlehre«, das in seiner Anlage uned 
seinen Grundgedanken an den oben genannten 
Bericht von Heun für die Mathematliker-Veı 
einigung anknüpft: ferner unter der Bezeich 
nung IV, 11 der ursprünglich als Einleitung 
gedachle Teil von K. Heun (27). der sich in 
seiner schließlichen Fassung 1913) auf die 
prinzipiellen Ansätze und allgemeinen Methoden 
der Systemmechanik beschränkt und in den 
späleren Teilen auch auf die physikalische 
Uchbelragung mechanischer Prinzipien eingeht 

Wenn Ieun einerseits versuchte, das Ver 
sländnis für die Anwendungsmöglichkeilen der 
l.agrangeschen Mechanik zu verbreiten, so 
hat ihn andererseils auch die theoretische Fort 
bildung dieses Systems der Mechanik immer 
beschäfligt, hauptsächlich in seinen gegenüber 
den Vorlesungen abstrakter vehaltlenen Seminar 
übungen. Die Entwicklung der Mechanik war 
ın den Arbeilen von Hamilton und Jacobi 
vorwiegend in die Richlung der Varialions 
rechnung gelenkt worden. infolge der schon 
Mauperluis und Euler im Einzelfall be- 
kannten Talsache, daß ihre Sätze sich als 
I.xtremalaufgaben formulieren lassen Diese 
l’ormulierung geht bekanntlich. durch Inte 
sration und Nullselzen der Randvariationen, 
aus der allgemeinen Form des D’Alembert- 
schen Prinzips hervor, die irrtümlich ITa- 
milton zugeschrieben wird: 


d } ü 
,- pogyg— HiV=-ödT—o6U, 


die aber, auch in inlegrierter Form. schon beı 
l,agrange vorkommt; hierauf hat. Ile 
wiederholt aufmerksam gemacht (z.B. 21. 8. 
und die Gleichung deshalb als »Lagrangesche 
Zentralgleichun g« bezeichnet Das Mau 
perluissche Prinzip hatte seinen Kern ja ur 
sprünglich in melaphysischen Veberlegungen 
und vielleicht lag zunächst darin der Grund 
warum Ileun solche Formulierungen im Aul 
bat der Mechanik vermeiden wollle und die 
unverkürzlte Zentralgleichung bevorzugte. Jeden 
falls erwies diese sich auch als weiltragender 
als das Hamillonsche Prinzip, wenn man 
sich von den Beschränkungen frei machle, die 
in die Auffassung der mechanischen »virtuellen 
Verschiebungen“ durch die Anforderungen der 
Varialionsreehnung hineingelragen werden Is 
ist nämlich nicht notwendig, Für die virtuellen 
Verschiebungen Beziehungen von der Form 
dd9g:-ddgq anzunehmen, wie sie für Varia 
lionen der Koordinaten % zu fordern sind 
Durch diese Gedanken gelang es, im Anschluß 
an Jleun,. seinem damaligen Mitarbeiter G 
IIamelt), die weitläufigen Schwierigkeiten zu 
umgehen, die das Ilamillonsche Prinzip bei 
nichtholonomen Systemen findet und die, auf 
nicht leichtem Wege, erst von Ilölder und 
Voß überwunden worden waren? Bei Benul 


In 
> 


, 

x 
_i 

‘ 


1) Ueber_ die virtuellen Verschiebungen in der 
Mechanik. Math. Ann. 59 (1904), 


> 


*) Vergl. Enc. d. math. Wiss. IV, 1, 8. 92. 
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verallgemeinerlen Zen 
anslalt des Integralprinzips, Irelan 
Schwierigkeiten überhaupt nicht auf; 
die Behandlung der holonomen und nichtlholo- 


zung der von lWHamel 
Iraleleichung. 


solehe 


nomen Systeme kann in gleicher Linie erfolgen 

line positive Weiterführung der allgemeinen 
\lechanik blieb lleuns De 
streben, wobei er allerdings wohl vielfach zu 
(restalt haftele Jahre 
\lethoden der Gibbs 
Vordergrund seines 


auch weiterhin 
sehr an der formalen 
lına standen zZ. B. die 
schen Dväadenreehnung im 
Interesses. angereolt dureh die 1995 erschienene 
Jaumann. eines For 
sehers, mil dem er sieh #eislig stets eng ver 
fühlte \on hier aus 
sıchle er die Wege zur Ausgestallung der all 
vemeinen Mechanik mil mehrdimensionalem 
Grunefeld d.h. Mechanik der Konlinua) in 
der Form der Lagrangeschen Zentralelei- 
chung. Was ıhn bei diesen Gedanken, die in 


Beweeotneslehre von 


bunden une befreundet 


verschiedenen Seminarniederschriflten ausgenr 
beitel vorliegen. leitete. war: er war tief durch 


(rungen von der Veberzeugsung, daß es nur ve 


lınven müsse, die Nalurbesehreibung zu Ne 
ehamisieren:. um Zu tieferer Erkenntnis vor 
zudrinven. (erdlanken. die bekanntlich uf 


Iielmholtz . Ba ie 
zurtickschen 


andere 
diejenige 
Prinzipien zu finden, 
\erallgemei 
Krucht 
Beschäftigung ist schließlich 


Thomson und 
Daher sein Bemühen. 
lorm «der mechanischen 
die ılbm am unmiltelbarsten zur 
nerung veeienel erschien line 
noch 
seine Jelzte. knapp zusammenfassende Veröffent 
liehuns (28) velegentllich der Jahrhundertfeier 
ler Karlsruher Hochschule \ls zentraler Be 
orılE der Mechanik erschien ihm hier der «der 


jıhrelangen 


\klıon. von der aus er das 
\lechanik aufbauen wollte. und 
zwi ıı «der Form der IIamıllonschen 


l,eıbnızschen 
System der 


! 
lunklion WW /ı dt, deren partielle Ableitun 
'o 


sen bekanntlich zu den Impuls- und Bahn 
sleichungen der mechanischen Probleme führen 
auch in \Weise, als 
Ileun selbst erwartet hatte so hal doch die 


Und wenn anderer 
nenere Physik diesen Standpunkt von der zen 
Iralen Bedeulung der Aktion \W bestätigt. Denn 
sie ist es ja, an die nach Schroedingers 
\nalogie zwischen der klassischen 
\lechanik und der geomelrischen Optik einer- 


Getlanken die 


\Wellenmeehanik« und der Beuzungs 
anknuüupfte Da man der 
\ellenmeehanik heute den tieferen Wahrheitls 


seils, der 
oplik antererseils 
vehall zusehreibun muß. so ist also in der Tal 
die \ktıon die Kıngafasplorte zu der, nur noch 
\lechanik 
sewortden Die Mechanik selbst ist mit dieser 
neuen Entwicklung zum ersten Male über die 
honzeplion, das »seientifie 
nach Hamilton /vel 21. 8.63) hin 
auspewichsen, deren Verbreitung und Fortfüh- 
rung Ileuns Lebenswerk gewidmet war (denn 
die Entwicklung zZ. B. zur Relativitälstheorie ist 
noch 


naherungsweise ullliven, klassischen 


l.ıcrangesche 


Poem 


in diesem Gedankenkreis eingeschlossen 
\Worin Hleun zeitlebens Befriedigung suchte. 
Krlolse in der Arbeit, niemals Außere 
l.hrungen. die er, wie stels ım Leben, noch 


wiıren 


(dieser 


uber 
fürung ablehnen wollte 
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dureh Jletztwillige Ver- 
Aber das kann seine 


den Tod hinaus 


\Nitarbeiter und Freunde nicht hindern, seiner 


zu 


besten 
liker der 
den 
schen 
haften Menschen, dem 
[achheil 
une 


V\erzeiehnis der 


| 


- 


10. 


1. 


1. 


veldenken und ihn zu 


belrauern als den 
llistoriker und Kri 
\Mechanik. als 
[fruchtbaren Förderer der techni 
Kinelik. zueleich als den wahr 
Klarheit und Hin 
Strebens 


Kenner. 
klass ıschen 


Richtsehnur seines 


Handelns gewesen. 


oberste 
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Neue Darstellung der Kugelfunktionen une 


ler verwandten Funktionen dureh Determi 
nanlen. Göttinger Nachr. 1881 (108 bis 


119). 
Kugelfunkltionen. Göttingen (Vandenhocck 
1881. 


Die Kugelfunklionen und Lamceschen 
Funklionen als Determinanten. Dissertation, 
(“öllingen 1881. 

Ueber lineare Dilferenlialgleichungen zwei 
ler Ordnung, deren l.ösungen dureh «den 
Keltenbruchalgorilhmus verknüpft sind 
Habilitationssehrift. München 18814. 
Integration regulärer linearer Differential 
sleicehungen zweiter Ordnung durch die 
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schen Integralen dritter Gattung. Malhem 
\nn. 30. 1887 (5955 bis 262 

/ur Theorie der mehrwerligen mehrfach 
linear verknüpften Funktionen. Acta Ma- 
Ihematieca 11. 1887 (97 bis 119). 

Remarks on the logarılımıe inlegrals of 
regular linear differential equations. Ame 
riecan Journal of Malhematies 10, 1888 
205 bis 224) 

leber Eulers homogenen lineären Multi 
plikalor zur Integration der regulären 1 
neären Differentialgleichungen zweiter Ord 
nung. Mathem. Ann. 31, 1888 (365 bis 375 
Bemerkungen zur Theorie der mehrfach 
lineär verknüpften Funktionen. Acta Ma 
Ihem. 12, 1888 (105 bis 108 

/ur Theorie der Riemannschen Funklio 
nen zweiter Ordnung mil vier Verzwei 
sungspunklen. Mathem. Ann. 31, 188% 
I61 bis 179 
Beilräge zur 
Funktionen, 
bis 196 

Die Herstellung einer linearen Differential- 
sleichung aus einem gegebenen Llemen! 
der Integralfunklion. American Journal o! 
\latlhematies 11. 1880 215 bis 220 

Die Schwingungsdauer des Gaußschen Di 
(öllinger Nachr. 1801 In1 


Theorie der Lamceschen 
\Mathem. Ann. 35. 18809 (180 


filarpendels. 
bis 158) 
Untersuchungen über die Gaußsche Qua 
dralturmelhode. Programm der Hlöheren 
Bürgerschule Berlin, 1812. 

Ueber die malhemalischen und mechani 
schen Prinzipien in Anwendung auf tech 
nische Probleme. Jahresber. d. d. Mathe 
malikervereinigung, 5, 1806 (UL bis 92 
benso: Verh. d. Nalturforschenden Gesell 
schaft Frankurt, 2, 1896 
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!6. Die Vektoren der Geschwindigekeit und der 
Beschleunigung des Punktes und der ge- 
raden Linie. Programm der 1. Realschule 
Berlin, 1898. 

I7. Die Bestimmung der Geschwindigekeil nach 
den Methoden der Photogrammelrie. Zischr. 
[. Mathem. u. Physik 44, 1899 (18 bis 27 

IS Neue Methode zur approximativen Integra- 
tion der Differentialeleichungen mit einer 
unabhängigen Variabeln. Zischr. f. Math 
u. Physik 45, 1900 (253 bis 28) 

I|0 Die kinelischen Probleme der wissenschaft- 
lichen Technik . Bericht, Jahresbericht der 
deutschen Malthematikervereinigung, 9, 2, 
1900 ‘1 bis 125). (Auch gesonderl er- 
schienen: Leipzig 1900.) 

’) Ueber die Ilertzsche Mechanik. Sitzungs- 
ber, d. Berliner Mathem. Gesellsch. 1, 1901 
(12 bis 16). 

’{, Die Bedeulung des D’Alembertschen 
Prinzipes für starre Systeme und Gelenk- 
mechanismen, Archiv der Mathematik u. 
Physik, Ill, 2, 1901 (57 bis 77 u. 298 bis 
326). 

> Formeln und Lehrsälze der allgemeinen 

Mechanik, in systematischer und geschicht- 

licher Entwicklung dargestellt l.eipzig. 

(öschen. 1902. 

Das Verhalten des Virials und des Momen- 

les eines stationären Kräftesystems bei der 

Bewegung des starren Körpers. Zischr. I 

Mathematik u. Physik, 47, 1902 (1018 bis 

120). 

>. Ueber die Einwirkung der Technik auf die 
Entwicklung der theoretischen Mechanik 
Jahresber. d. d. Matlhematikervereinigung 
12. 1003 (389 bis 398) 

25. Lehrbuch der Mechanik. I. Teil: Kinema- 
lik. Leipzig, Göschen, 1906. 


IC 


>65. Die Grundeleichungen der Kinelostatik der 
Kkörperketten mit Anwendungen auf die 
Mechanik der Maschinen. Zischr. f. Math. 
u. Physik, 56, 1908 (38 bis 77 

Ansälze und allgemeine Methoden der 
Systemmechanik. Eneyklopädie der mathe- 
malischen Wissenschaften, IV, 11, 1915 


357 bis 501). 


| 


>S. Grundlagen der modernen Mechanik (Vor 
singe und Zustände mil Jinearem und 
mehrdimensionalem Grundfeld). Festschrift 
zur  Hundertjahrfeier der Technischen 
Ilochschule Karlsruhe, 1925 (67 bis 95). 
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Franz Präsil t. Am 3. Januar 1929 ver- 
schied in Zürich Prof. Dr. Franz Präsil, 
der während 32 Jahren den Lehrstuhl für 
\Wasserkraftmaschinen an der Eidg. Hochschule 
ın Zürich inne halte. 

Präsils wissenschaflliche Tätigkeit erstreckte 
sich fast ausschließlich auf das Gebiet der 
Iheorelischen und praktischen Iydraulik und 
IIvdrodynamik. Zahlreiche Abhandlungen, die 
meistens in der Schweizerischen  Bauzeitung 
erschienen sind, und das im Verlag Springer 
vor kurzem in. zweiter Auflage erschienene 
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Buch: »Technische Hydrodynamik« geben Zeug 
nis seiner intensiven Tätigkeit und vor allem 
auch seiner Originalität 

Vor rund 25 Jahren begann Präsil hydro 
dynamische Methoden in die Theorie der Was 
serlurbinen einzuführen. Es war dazu nich! 
wenig Mut erforderlich, da um jene Zeit die 
theoretische IIydrodynamik bei den Ingenieuren 
unbekannt war oder in schlechtem Ansehen 
stand und die eindimensionale auf Kuler zu 
rückgehende Theorie vorherrschle. Diese Theo 
rie halte man allmählich mit allerlei künst 
lichen Zusalzannahmen weil über den Bereich 
hinaus angewendel, der ihrem Schöpfer vor 
veschwebt haben mochte und «die Lücken tra 
len sehr deutlich zutage, insbesondere bei der 
Behandlung der sog. Schnelläufer. In der 1905 
erschienenen Abhandlung »Ueber HFlüssigkeils 
bewegungen in Rolationshohlräumen« (8. BD.-Ztg. 
Bd. 41) und in einem weileren Aufsalz aus 
dem Jahre 1906 (Bestimmung der Kranzpro 
file und Schaufelformen für Turbinen und 
Kreiselpumpen, 8. B.-Zlg. Bd. 18) zeigte er, wie 
die auf Zylinderkoordinalen transformierten 
“ulerschen Gleichungen insbesondere bei Po 
tentialströmung relativ einfache Lösungen von 
praklischer Wichtigkeit haben. Das in der 
ersten Arbeit durchgerechnete Trompetensaug 
rohr {r?z 
rühmtheit erlangt, insbesondere als es von L.0- 
renz in seiner zweidimensionalen Turbinen- 
Iheorie verwendet wurde. Die damals sehr leb- 
hafte Diskussion über diese Theorie und über 
hydrodvnamische Turbinen-Theorien im allge- 
meinen (Z.T.d. ges. Turb.-wesen 1907), ist auch 
heule noch lesenswert. Die späteren Arbeiten 
von Bauersfeld und v. Mises sind wohl 
durch den Präsilschen Vorstoß in mancher 
Beziehung angereel worden. Durch die Entwick 
lung der schnellaufenden Axialräder sind diese 
Untersuchungen zeilweise in den  Ilintergrund 
velrelen,. es ist aber wohl denkbar, daß eine 
Vereinigung der älteren und der neuesten An 
sälze (auf Grund der Tragflügellheorie) zu 
einer soliden hydrodynamischen Turbinentheo 
rie führen wird. 


konst.) hal sogar eine gewisse De 


Die »Technische IHydrodynamik« ist weniger 
ein Lehrbuch, als eine Monographie, die die 
Präsilschen Untersuchungen zur IIydrodyna- 
mik umfaßt. Die zweite Auflage enthält u.a. 
zahlreiche für den praklischen Gebrauch be 
stimmte »konforme Nelzex mit denen Präsil 
eine Vereinfachung der rechnerischen  Arbeil 
bei der konformen Abbildung erreichte, ein 
Verfahren, das anscheinend noch ausbaufähig 
sein dürfte Sehr bemerkenswert ist die An- 
wendung der konformen Abbildung auf die 
zeichnerische Darstellung von Schaufelschnit- 
len (S. B.-Zlg. 1908 Bd. 52), ein schönes Bei- 
spiel angewandlter Mathematik. Durch enge 
Beziehungen mil der Praxis angeregt, hat Prä- 
sil sich mit fast allen Fragen der Hydraulik 
befaßt. Wasserschloßprobleme, Druckstöße in 
Rohrleitungen, WVeberfallmessungen usw. be 
schäfligten ihn in bunter Abwechslung. Von 
vielen seiner Studien hat er leider nur in Vor 
lesungen kurze Andeulungen gemacht 
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\uch im Maschinen-Laboralorium war Prä- 
sil sehr tätig. Wohlbekannt sind seine muster 
sulligen vergleichenden Untersuchungen an Re 
aktions-Niederdruckturbinen (S, B.-Ztg. 1905 


dl, 45). seit Franeis die bei weitem sorg 
fälliesten und eingehendsten Versuche l,eb 
halt interessierten ihn Strömungsbilder, von 


(denen die zweile Auflage seines Lehrbuches 
eine Fülle enthält 

Mit Präsil ist ein hervorragender Vertre 
ler angewandter Mechanik hinweggegangen; ein 
l,ehrer, dem seine zweile lleimal, die Schweiz, 
überaus viel zu verdanken hal: ein Mensch von 
unbegrenztem Wohlwollen 
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Gesellschatt für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 


Ortsgruppe Berlin 

\m 22. Februar sprach Hr. Dr. W. Cauer 
(Gollingen über »Theorie und Praxis der Wech 
selstromschaltungen 


Ortsgruppe Göllingen 

Ir. Dr. Wilhelm Müller- Hannover hielt 
am 20. Februar einen Vortrag über »Ebene Be 
wegung von Wirbeln in einer geradlinig be 
srenzten idealen Flüssiekeit \nwendung von 
elliplischen Funktionen auf Ilydrodynamik 

Die Ilaupiversammlung der Gesell 
schaft wird im Rahmen eines Mathematiker 
und Physiker-Tages in der Woche vom 15. bis 
zum 21. September ds. Js. in Prag stattfinden. 
Die Prager Kollegen haben gemeinsam mil den 
’hysikern und Malhematikern einen Orlsaus 
schuß gebildel, der die Versammlung mit großer 
Sorgfalt vorbereitet. \Vortragsanmeldungen sind 
möglichst bald, spätestens bis 15. Juli, an Prof. 
v. Mises, Berlin NW 87. Sieemundshof 9. zu 
ıichlen. 


Die Verlagsgesellschaft Oldenbourg bietet den 
\lilgliedern der Gesellschaft den »Teechnischen 
I iteraturkalender für 1929 bei Bestellung 
durch den Geschäftsführer zum  Vorzugspreise 
von 20 M statt 2EM an. 


Die Technische Hochschule Danzig feiert 
ım ‚Juli ds. Js. ihr 25-jähriges Bestehen. Sie 
Iorderl alle ehemaligen Angehörigen der Hoch- 
schule auf, an der Feier, die vom 1820. Juli 
stattfindet, teilzunehmen. 


Neue Technische Hochschulen. Der Vor- 
stand des Vereines deutscher Ingenieure hal 
nach eingehender Beratung eine Denkschrift 
veröffentlicht, die sieh mit der größten Ent 
schiedenheil gegen die Neugründung von Tech 
nischen IHlochschulen im Deutschen Reich aus- 
spricht. In den Schlußfolgerungen des Berich 
tes heißt es »Wir halten es für dringend ve 
boten, dab die Geldmilttel, die unbedingt für 
die Ausbildung der Ingenieure vorhanden sein 
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müssen, konzentriert werden auf den Ausbau 
der bestehenden Hochsehulen und ihre Anpas 
sung an die heuligen Erfordernisse Darüber 
hinaus bitten wir dringend die in Technik und 
Industrie führenden Männer, sich mit uns da 
für einzuselzen. daß die schweren Schäden. 
die sich dureh die Veberspannung des Berech 
ligungswesens heute schon zeigen, zurückge 
dämmit werden 


Preisausschreiben’ der W.G.L. Die Wis- 
senschaftliche Gesellschaft für Luftfahrt hatte 
ıhr im Jahre 1925 erlassenes Preisausschreiben 
mil dem Termin Januar 1928 erneuert! von 
den neu eingelaufenen Arbeiten wurden die fol 
voender Verfasser ausgezeichnet: 

Dr. IE. Blenk und Dr. FF. Liebers. Bln. 
Adlershof mil einem Preise von 2500 M. 
\lanfred Rauscher. Massachuselts Institute 

of Technology, Cambridge, US. A., 

Dr. Malhar, Aachen, Technische TIloch 

schule 

mit Preisen von je 2000 M. 

\ußerdem wurden Arbeilsbeihilfen gewährt an 
Fräulein Dipl.-Ing. Ilse Kober, Bln.-Adlers 
hof, 

Dr.-Ing. II. Steuding. Breslau 
Ernst Abbe-Gedächtnispreis. Der von der 

Carl Zeiß-Stiftung in Jena begründete Ernst 

\bbe-Gedächtnispreis und die damit verbundene 

\bbe-Medaille. die im Jahre 1928 zum 

ersten Male für Anwendungszgebiele der 

\atlhematik und Physik zur Vergebung 

kommen sollten. sind nach dem Urteil des 

Preisgerichtls (Prof. Iecker-Jena, Prol 

Prandtl- Göttingen, Prof. Zenneck-NMün 

chen) dem Prof. Dr. Dr.-Ing. h.e. Alexander 

\eißner-Berlin. dm Erfinder des Röh 

rengeneralors‘. zuerkannt worden. 

Persönliches. Als Privatdozent für tech- 
nische Mechanik habilitierte sich an der Tech 
nischen Hochschule Breslau Dr.-Ing. Ilerm 
Steuding. Assistent bei Prof. L. Mann am 
l.chrstuhl für Mechanik. 

Prof. Dr. A, Nädai von der Universität Göl 
lingen ist nach Pittsburgh, U.S.A., als L.eiter 
des Research Laboratory der Westinghouse 
Company übersiedelt. 

IIr. Prof. Dr. A. Stodola in Zürich feier! 
am 10. Mai seinen siebzigsten Geburtstag, der 
von seinen zahlreichen Freunden und Schülern 
festlich begangen werden wird. 37 

Hr. Dr. Frank Löbell hat sich an der Tech 
nischen Hochschule Stuttgart für Mathematik 
habilitiert. 

Ir. Dr. H. Koschmieder, Direklor des 
staatl. Observaloriums Danzig, wurde zum 2.0 
Professor der Technischen Hochschule ernann! 


I), Vergl. diese Zeitschr. Bd. 7 (1927), S. 247. 


(Redaktionsschluß 20. April 1929.) 


Für die Schriftleitung verantwortlich: Professor Dr. vonMises, Berlin NW 87, Siegmundshof 9; 
für den Anzeigenteil: Peter Valerius, Berlin NW40. — VDI-Verlag G.m.b.H., Berlin NW 7. 
Druck von A. W. Schade, Berlin N 65. 





